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Aufgabe 1 (Doppelt stochastische Matrizen und Perfektes Matching):

(a) Eine quadratische Matrix A = (a; ;) heisst doppelt stochastisch, wenn

n
i,j=1

n
ay; =1 fir j=1,...,n (1)
=1

n
oay; =1 fir i=1,...,n
i=1

Qg 5 > 0 fiir i,jzl,...,n.

Eine Permutations-Matriz ist eine {0, 1}-Matrix mit genau einer 1 in jeder Zeile und
jeder Spalte.

Zeige: Eine Matrix A ist doppelt stochastisch, genau dann wenn sie Konvexkombi-
nation von Permutations-Matrizen ist.

(Tipp: Sei P das durch (1) beschriebene Polytop in R”*. Beweise eine Richtung der
Aussage zuerst fiir die Ecken von P durch Induktion.)

(b) Ein perfektes Matching in einem ungerichteten Graphen G = (V, F) ist eine Kan-
tenmenge M C E, die zu jedem v € V genau eine inzidente Kante enthilt, d.h. fiir
genau ein e € M gilt v € §(e).

Das Polytop der perfekten Matchings von G (kurz PM P(G)) ist die konvexe Hiille
der charakteristischen Vektoren von perfekten Matchings in G, also ein Polyeder im
RZ. Beweise:

e Jeder Vektor z € PM P(G) erfiillt:

Z e = 1 firale veV (2)
vEd(e)
z. > 0 firalle eeFE .

e Ist G ein bipartiter Graph, dann ist PM P(G) genau das durch (2) beschriebene
Polyeder. (Tipp : Verwende Aufgabe 1.(a).)

(15+15 Punkte)



Aufgabe 2 (CPLEX):

Betrachte das Minimum Weight Perfect Matching (MWPM) Problem:

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Gewichtsfunktion
¢ : E — R". Finde ein perfektes Matching M C E in G mit minimalem
Gewicht c(M) := 3" ., c(e) oder entscheide, dass es kein perfektes Matching
gibt.

Betrachte folgende Beispiel-Graphen (G1,c¢1) und (Ga, cs):

(G,.c)

®/ &

wobei alle Kanten in G; Gewicht 1 haben.

Lose mit Hilfe von CPLEX die linearen Programme LP;, und LP, zu dem MWPM-
Problem fiir jeweils (G1, ¢1) und (G, ¢3). Interpretiere die Lésungen und gib gegebenenfalls
optimale Losungen fiir die zugehorigen Matching-Probleme an.

Gib zusitzlich die Werte der dualen Variablen zu LP; an und interpretiere diese Va-
riablen. Beweise, dass die berechnete optimale Lésung zu LP; das MWPM-Problem fiir
(Gl, Cl) 16st.

Lost LP, das MWPM-Problem fiir (G, ¢;) 7 Falls nicht, modifiziere LP, durch wie-
derholtes Hinzufiigen von zusétzlichen Bedingungen und versuche dadurch das MWPM-
Problem fiir (Ga, ¢2) zu 16sen. Lose diese neue LPs auch mit CPLEX.

Gib jeweils Deine Eingabedateien und die Dateien mit Deinen Befehlen und Ergebnissen
ab. (30 Punkte)



