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Aufgabe 1 (Turmpackungen und Matching):

Eine endliche zusammenhéngende Teilmenge aus Einheitsquadraten (“Pixeln”) des un-
endlichen Schachbrettes ist ein Polyomino. Ein Streifen innerhalb eines Polyominos ist
eine zusammenhédngende Teilmenge von Pixeln, die alle die gleiche z-Koordinate haben
(“senkrechter Streifen”) oder die gleiche y-Koordinate haben (“waagerechter Streifen”).
Eine Turmpackung ist eine Menge von Pixeln, so dass keine zwei Pixel zum selben Streifen
gehoren. (Das entspricht also einer Menge von Tiirmen auf dem vom Polyomino bestimm-
ten Brett, so dass keine zwei Tiirme sich gegenseitig schlagen konnen.) Eine Streifeniiber-
deckung ist eine Menge von Streifen, so dass jeder Pixel des Polyominos in mindestens
einem Streifen enthalten ist.

(a) Zeige: Fiir jede Turmpackung 7" und jede Streifeniiberdeckung S gilt |T'| < |S].

b) Bestimme eine maximale Turmpackung und eine minimale Streifeniiberdeckung fiir
das in Abbildung 1 gezeigte Polyomino. Warum gilt jeweils Optimalitéat?

Abbildung 1: Ein Polyomino

(¢) Reduziere das Problem, eine maximale Turmpackung in einem Polyomino B zu fin-
den, auf ein Matching-Problem. (D.h., formuliere es als ein Matching-Problem in
einem geeigneten bipartiten Graphen G, in dem die Streifen maximaler Linge und
die Pixel représentiert sind.)

(d) Was entspricht im Polyomino B einem Vertex Cover im Graph G g? Folgere damit aus
einem Satz der Vorlesung: Fiir eine maximale Turmpackung 7™ und eine minimale
Streifeniiberdeckung S* gilt |77| = |5™|.

(30 Punkte)



Aufgabe 2 (CLIQUE und INDEPENDENT SET):

Wir fiithren zwei klassische Vertreter NP-vollstdndiger Probleme ein.

Problem CLIQUE

Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, F) und eine Zahl 0 < k& < |V].
Frage: Hat G eine Clique K mit mindestens k& Knoten?
(D.h. hat G eine Menge K C V von Knoten mit |K| > k,
so dass fir alle v,w € K mit v # w gilt, dass {v,w} € E?)

Problem INDEPENDENT SET

Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl 0 < k < |V].
Frage: Hat G eine unabhéngige Menge U mit mindestens & Knoten ?
(D.h. hat G eine Menge U C V von Knoten mit |U| > k,
so dass fiir alle v, w € U mit v # w gilt, dass {v,w} & E?)

Zur Verdeutlichung betrachte folgende Abbildungen: eine Clique ist eine Menge paar-
weise verbundener Knoten (siehe Abbildung 2), und eine unabhdingige Menge ist eine Menge
paarweise nicht verbundener Knoten (sieche Abbildung 3).

Abbildung 2: Eine Clique Abbildung 3: Eine unabhéngige Menge

Zum Beweis der NP-Vollstindigkeit eines Problems L, zeigt man Folgendes:
e Das Problem L liegt in der Klasse NP.

e Man kann ein NP-vollstandiges Problem L’ auf das Problem L polynomiell reduzie-
ren.

Zu einer polynomiellen Reduktion von L’ auf L beweist man Folgendes: Jede Instanz I},
des Problems L’ 143t sich als Instanz I des Problems L kodieren, so dass:

e Die Grosse von [, ist polynomiell beschrankt in der Grosse von I;,.
e Instanz I; hat Antwort JA <= Instanz I;, hat Antwort JA.

Fiir jedes der beiden obigen Probleme ist eine Instanz gegeben durch einen Graphen G
und eine Zahl k.



Beweise folgende Aussagen:

(a) INDEPENDENT SET ist NP-vollstéindig.
b) CLIQUE ist NP-vollstandig.

Tipp zu a): Benutze eine geeignete Reduktion vom Problem VERTEX COVER, unter
Ausnutzung von Komplementbildung auf Knotenmengen.
Tipp zu b): Benutze eine geeignete Reduktion vom Problem INDEPENDENT SET,
unter Ausnutzung von Komplementbildung auf Kantenmengen.
(15+15 Punkte)



