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Aufgabe 1 (Vollstindige Orthonormalsysteme):
Zeigen Sie: Aus der Giiltigkeit der Parsevalschen Gleichung, also
D (fru)® =11

k=0

fiir jedes Element f € L?[—m, 7], folgt die Vollstéindigkeit des Orthonormalsystems (ug)gen, -
(15 Punkte)

Aufgabe 2 (Verzweiflung der Bernoulli-Briider):
Die Briider Jakob und Johann Bernoulli haben lange Zeit versucht, den Wert der Reihe
= 1
n?
n=1
zu bestimmen. Beide sind an ihr verzweifelt und erst Leonhard Euler konnte das Geheimnis
im Jahre 1734 liiften. Jakob Bernoulli war zu diesem Zeitpunkt lange verstorben, sein
Bruder Johann jedoch erfuhr von dem Ergebnis und veroffentlichte es unter seinem Namen,
ohne Euler zu erwiahnen.

(a) Réchen Sie Euler: Verwenden Sie die Fourier-Reihen der Funktionen z? bzw. |z|, um
den Wert der Reihen

—1)tl . - -

zu bestimmen (benutzen Sie dafiir aus der Vorlesung bzw. Ubung gewonnene Er-
kenntnisse). Ldsen Sie damit die obige Reihe.

(b) Losen Sie das Integral

1
/ In(z+1) di.
0

x
(Tipp: Fiir |z| < 1 gilt die Potenzreihenentwicklung

G4m) =30
In(l+2z) = 1) .
—~ n-+1

Integration und Summation diirfen vertauscht werden. Verwenden Sie eine der oben
angegebenen Reihen.)

(15 Punkte)



Aufgabe 3 (Komplexe Differenzierbarkeit):
(a) Sei f(z) := z%y? + iz?y>. Bestimmen Sie die Menge aller ¢ = (a,b) € C, fiir die f
komplex differenzierbar ist.
(b) Schreiben Sie g : C — C, g(2) := 2* 4+ 722 + 2z + 1 als reelle Funktion R? — R? und
verifizieren Sie, dass die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten.
(15 Punkte)

Aufgabe 4 (Komplex differenzierbare Funktionen sind harmonisch):

Eine Funktion f : R™ — R™ heisst harmonisch, wenn fiir jede Komponentenfunktion
f®*) die Bedingung 2?21 fw(f;)cj = 0 fiir die zweimaligen partiellen Ableitungen gilt.

Zeigen Sie: Komplex differenzierbare Funktionen f = (u,v) sind notwendigerweise
harmonisch, d.h. es gilt ugzy + uyy = 0 und vy + vyy = 0.

(Tipp: Beachten Sie, dass die Komponentenfunktionen komplex differenziebarer Funk-
tionen notwendigerweise stetig partiell differenzierbar sind (warum?) und verwenden Sie
einen geeigneten Satz der Analysis I1.)

(15 Punkte)



