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Aufgabe 1 (Bedingte Exaktheit):
Geben Sie an, unter welcher Bedingung die folgenden Differentialgleichungen exakt
sind:

(@) axr+by+c+ (ax+By+y)y' =0

(b) ax? + bry + cy? + (ax? + Bzy + yy?)y' =0
(10 Punkte)

Aufgabe 2 (Picard-Lindel6f ohne Lipschitz):
Der Satz von Picard-Lindeldf gibt Auskunft dariiber, unter welchen Voraussetzungen
es eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems

yl = f(.’l?, y)’ y(l'()) = Yo

gibt. Neben der Stetigkeit wird von f gefordert, beziiglich y einer Lipschitzbedingung
zu geniigen. Dass diese Bedingung wesentlich ist, soll in den folgenden Aufgabeteilen
erarbeitet werden.

(a) Es seien ein Punkt (x¢,7;) € R?> und ein kompaktes Rechteck R C R? gemiiss der
Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindel6f gegeben, sowie eine auf R definierte
stetige reellwertige Funktion f, die keiner Lipschitzbedingung geniigt. Zeigen Sie:
Die gleichmissige Konvergenz der Funktionenfolge (¢,,) ist hinreichend dafiir, dass
die Grenzfunktion das Anfangswertproblem 16st. (Anmerkung: Man kann allerdings
nichts iiber die Eindeutigkeit der Losung sagen.)

(b) Essei R:={(z,y) | |z| <1, |y| <1} und f die auf R definierte stetige Funktion

0 fiir z = 0,

2x fir0<|z] <1, =1 <y <0,
f(z,y) = v e )

20 —4% fir0<fz[ <1, 0 <y <a?,

—2z fir0< |z|] <1, 22 <y <1

Zeigen Sie: f erfiillt keine Lipschitzbedingung beziiglich y und die Funktionenfolge
(o) fithrt nicht auf eine Losung des Anfangswertproblems mit der Anfangsbedingung
y(0) = 0. (Hinweis: Verwenden Sie ¢y = 0 als Startfunktion).

Mit den Funktionenfolgen (¢, ) sind jeweils die im Satz definierten Folgen gemeint.

(16 Punkte)



Aufgabe 3 (Numerische Lésungen von Differentialgleichungen):
Sehr hiufig steht man vor dem Problem, ein Anfangswertproblem

vy =f(z,y),  y(xo) =10

nicht explizit oder gar nicht 16sen zu kénnen. In diesen Féllen bleibt nur der Ausweg, die
Lésung mit numerischen Methoden zu approximieren. Zwei dieser Verfahren werden hier
vorgestellt.

e FEuler-Cauchy-Polygonzugverfahren: Von der bekannten Losung y(zo) = yo ausge-
hend versucht man, durch schrittweises Durchlaufen des Intervalls [zg, z¢g + a] den
Wert y(zo + a) anzundhern. Das geschieht durch die rekursive Vorschrift

Yo = Y1+ hf(xu—layy—l), h:= ﬁa 1<v< n,

wobei n € N die Anzahl der Schritte vorgibt. Die gesuchte Niherung ist dann
y(zo + a) = yp.
e Runge-Kutta-Verfahren: Auch hier wird das Intervall [z, zo+a] in n Schritten durch-

laufen, um eine N&herung fiir y(zy+a) zu bestimmen. Die Rekursionsvorschrift lautet

kul = f(xl/u yu)

kyg = f(fU ;h Yo + ;hkl/l)

ks = f(x 1h Y, + 1hkﬁ)

kys = f(z, + h, Y, + hky3)

k, := ’6’ (ko1 + 2k, + 2ky3 + Koa)
Yoi1 =Y Tk

fiir 0 < v < n — 1. Die gesuchte Néherung ist wiederum y(zy + a) & y,.

Um die Giite dieser Verfahren besser einschitzen zu kénnen, werden sie hier auf eine
explizit l6sbare Differentialgleichung angewendet.

(a) Losen Sie das Anfangswertproblem

dy 2
< ="y+1 2) = 2.
= -ytL ()

(b) Bestimmen Sie die numerische Lésung von y(3) mit dem Euler-Cauchy-Polygonzug-
verfahren fiir n = 4 auf drei Nachkommastellen genau und geben Sie den Fehler in
Prozent an.



(c) Wenden Sie das Runge-Kutta-Verfahren fiir n = 1 und n = 2 an, um y(3) zu appro-
ximieren. Rechnen Sie dazu wieder mit drei Dezimalen nach dem Komma und geben
Sie den Fehler in Prozent an.

(Vergleichen Sie mal die Genauigkeit der beiden Verfahren, insbesondere unter dem
Aspekt, dass fiir den Euler-Cauchy-Polygonzug mit n = 4 und das Runge-Kutta-Verfahren

mit n = 1 jeweils vier Funktionswerte benutzt werden!)
(24 Punkte)

Aufgabe 4 (Eulerhomogene Differentialgleichung):
Eine Differentialgleichung der Form

dy y

u=1(3)

heifit Eulerhomogene Differentialgleichung. Bringen Sie sie durch eine geeignete Substitu-
tion auf eine Form, die eine Losung mittels Trennung der Verénderlichen gestattet. Folgern
Sie damit, dass die Losung des Anfangswertproblems

,_:v+2y
Y 2z +y’

y(1) =0
gegeben ist durch

T+y=(z—y)
(10 Punkte)

Aufgabe 5 (Runge-Kutta und Kepler — Knobel-Zusatzaufgabe):
Es sei ein Anfangswertproblem der Form

Yo j@), ) =0

gegeben. Zeigen Sie: Die Runge-Kutta-Néherung an der Stelle zo + A (also y; in der
Notation von Aufgabe 3) ist gegeben durch die Keplersche Fassregel

%(f(a:o)-i—élf(xo-i-g) +f($0+h)>-

(5,998 Sonderspezialpunkte)



