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Losungen zur Klausur

Aufgabe 1.
Betrachten Sie das Vektorfeld

Flo, 22) = (p($1a$2)> — (e’”1+‘”2 (coszy — sinxl)) _

q(z1,T2) e®11%2 coszy + 224

(a) Zeigen Sie: Die Rotation von f verschwindet fir alle (z1,z2) € R2.

(b) Folgern Sie aus (a): Ist B ein endliches sternformiges Gebiet mit zusammenhdngendem Rand 0B, so ver-
schwindet das Wegintegral faB f-dz.

(c) Folgern Sie aus (a): Es gibt eine Funktion F : R2 — R mit VF = f.
(d) Bestimmen Sie eine Gleichung, die samtliche Losungen der Differentialgleichung
e"tY(cosx —sinz) + (e*tYcosz +2y)y' =0, y(0)=0
charakterisiert.
(e) Geben Sie eine Funktion F : R> — R an, die VF = f und F(0,0) =1 erfillt.

(f) Uberpriifen Sie, ob die Funktion h(z) = p(Rez,Imz) + iq(Rez,Imz) in den Punkten z = 0 oder z =
/2 —in /2 komplex differenzierbar ist.

Hinweis: Die Teile (d) und (f) kann man auch dann beantworten, wenn man bei anderen Teilen nicht weiter-
kommt!

Losung 1.

(a) Die Rotation erhélt man im R? durch

. I P .
rot f=Vx f= 9N _P ot f(x1,m2) = e®T%2(cosx; — sinxy) — e T*2(cos ¥y —sinz;) = 0.

(b) Die Behauptung folgt sofort mit dem Satz von GREEN, denn unter den genannten Voraussetzungen an B

gilt
f- d¥ = // rotfd(xl,xz)
8B B

und mit (a) folgt die Behauptung, da f eine C"-Funktion auf ganz R? ist (es gilt sogar f € C*).

(c) Das Vektorfeld f ist rotationsfrei nach Teil (a). Zudem ist f € C*, daher ist f auf jedem einfach zusammen-
hingenden Gebiet ein Gradientenfeld, insbesondere auf R? selbst.

(d,e) Setzt man x; := x und x2 := y, so erhilt man die Differentialgleichung p(x,y) + ¢(x,y)y’ = 0. Der Zu-
sammenhang zum Potential F' besteht gerade in den Gleichungen % = p und % = q. Losungen der

Differentialgleichung werden demnach durch F(z,y) = ¢ € R beschrieben. Denn ist y(x) eine Losung, so gilt

_dF _OF OFdy _
dr  Ox  Oydr

!

P+aqy
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(vgl. Ausfiihrungen in der Vorlesung). Eine solche Funktion kann nun auf {ibliche Weise durch Ldsen der
Differentialgleichung gefunden werden. Aus Teil (a) liest man die Exaktheit der Differentialgleichung ab.
Somit erhélt man

F(z,y) = /p(:v,y) dr = /e”””(cosx —sinz)dz = e* Y cosz + p(y)

mit einer nur von y abhingenden Funktion ¢. Aus % = q folgt weiter

OF d
B_y(ﬂf,y) =e"Weosz + d—z(y) =q(z,y) =e"eosz+2y ~ oy) =y

und damit schlieflich die allgemeine implizite Losung
F(z,y) =" Ycosz+2y=c, c€R
Einsetzen der Bedingung F(0,0) = 1 liefert ¢ = 0, also
F(z,y) = e Y cosx + y2.

Diese Gleichung ist weder nach y(z) noch nach z(y) auflésbar.

(f) Die Funktionen p und ¢ sind sicher differenzierbar. Es miissen also die CAUCHY-RIEMANNschen Differenti-

algleichungen

9p _ 9q Op _ _0q

— == und — =—=

or Oy oy ox
erfilllt werden. Letztere kann wegen (a) nur erfiillt werden, falls die partiellen Ableitungen verschwinden.
Dann muf aber cosz = sin z gelten. Dies ist weder fiir z =0 (z =y = 0) noch fir z = 7/2 —in/2 (z = /2,
y = —m/2) erfiillt. Die Funktion ist demnach in keinem der Punkte komplex differenzierbar.

Aufgabe 2.
Sei K :=[0,1] x [0,1] und F C R® die Fliche mit der Parametrisierung

u
3:KoF (uov)e v
u>
Weiter sei
. 0
f:FoR, (2,9,2)— [ -2
Yy

ein Vektorfeld auf der Fliche F.
Berechnen Sie mit einer Methode Ihrer Wahl das Wegintegral [, oF f -dZ.

(Vergessen Sie micht, vor dem Losrechnen zu erldutern, was Sie tun und warum!)

Losung 2.
Man kann das Wegintegral mit dem Satz von STOKES in ein Oberflichenintegral umwandeln:

f-d:z':’z// rotf-d&’
oF F

Die Rotation der gegebenen Funktion ist

. 2
rot f(z,y) = | O],
0

also konstant auf ganz R3. Daher bietet sich die Verwendung des Satzes von STOKES tatsichlich an. Fiir den
Normalenvektor erhilt man

2 2 1 0 —2u
G(u,v) = (g—i X g—f)(u,v) =|0|x|1]=| 0
2u 0 1
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Damit folgt

/Arotf-d&z//}(rotf(@(u,v)).&'(u,v)d(u,v):/01/01_4ududvz_Z

Man kann das Wegintegral aber selbstverstindlich auch zu Fufs berechnen. Dazu benétigt man eine Parametri-
sierung des Weges v entlang 0K . Zweckmifig wird dieser in die vier Kanten des Quadrats zerlegt, also

T &:[0,1] >R, t (é) Yo: G :[0,1] =Rt (1)
. ) 1—t o ) 0
v3: @3:[0,1] > R*, tm— L va: @ :[0,1] =R, t— 14

Den Weg entlang OF erhilt man nun durch die Komposition 3 o~. Dieser ist ebenfalls in vier Teilwege unterteilt
und die Parametrisierungen lauten

t 1
Bomy: B0 :[0,1] R, t—|0], Boryy: BodH:[0,1]-R, te [t],
t? 1
1-1 0
Poyz: DoG:[0,1] R, te 1 , Qoyy: o :[0,1] >R, t |1t
(1-1)2 0

Die Tangentialvektoren an die Wege $o 7 werden noch bendtigt:

> 1 > 0 = -1 = 0
P d P P
d( d; Cl)(t) _ (o], d( dc; C2)(t) ~ (1), d( dC; c3)(t) _ 0 7 d( dC; c“)(t) _ 5
2t 0 —-2(1-1) 0
Damit sind alle Zutaten beisammen:
4 1 4
- - - - - - - - d(@ Ck)
fdmz/ f-d¥ = / fda:z/ fo®ody, dt
oF 507 ; <f>o'y;e 0 §< dt >
1 0 1 0 0 0 -1 0 0
=/ [ —t? O+ -1]-[1]+|-(1-122 0 +| 0 —1||dt
0 0 2t t 0 1 —2(1—-1) 1—¢ 0
1
:/ (2t —3) dt = —2
0
Aufgabe 3.

Betrachten Sie die Funktion f(x) =7 — |z|, x € [-7, 7.

(a) Geben Sie an, wie man die FOURIER-Koeffizienten fir f berechnet.
(b) Fiihren Sie die in (a) aufgestellte Berechnung explizit durch und bestimmen Sie damit die FOURIER-Reihe.
(c) Lesen Sie aus dem Endergebnis von (b) die FOURIER-Reihe von h(z) = |z|, © € [, w] ab.

Loésung 3.

(a) Die FouRrliER-Koeffizienten berechnet man mit den EULER-FOURIER-Formeln

1 ™

an = — f(z) cos(nz) dz, n €Ny,
™ -
1 [7 .

by = - f(z)sin(nz) dz, n €N

Fiir gerade Funktionen verschwinden die ,ungeraden* Koeffizienten b,, n € N, was fiir die Funktion f hier
ausgenutzt werden kann. Desweiteren ist der Integrand f(z)cos(nz) fiir alle n € Ny gerade, so dal man
weiter umformen kann

2

2 ™ ™
an, = ;/0 f(z) cos(nz) dx = ;/0 (m — z) cos(nz) dz.

Damit hat man sich des listigen Betrags entledigt.
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(b) Wie bereits unter (a) angedeutet, verschwinden die b,,. Fiir die iibrigen Koeffizienten berechnet man

a0=z/oﬂ(7r—a:)dm=z(7r2—ﬂ;)=7r

™ ™
sowie fiir n # 0

an = z/ (m — z) cos(nz) do = 2/ cos(nz) dz — z/ x cos(nz) dz
0 0 m™Jo

™

. by 2 i ™ 2 g . d
= sin(nz) 01_\n—7rm sin(nz) OJ+H/0 sin(nz) dz
=0 =0
2 ™ 2 —4_ falls n ungerade
= ——— €08 =——((-D)"—=1) =L 7 ’
n2m (nz) n’m (1) ) {0 falls n gerade.
Die FOURIER-Reihe lautet also
T 4 = cos((2k — 1)z)
1 — ~ 4=
(3-1) ™= la] SR (2% — 1)2

(¢) Man kann die Batragsfunktion mit der Funktion f durch

|z =7 — f(z)

darstellen. Um nun die FOURIER-Reihe von f in diese Gleichung einsetzen zu diirfen und damit auf die
FoURIER-Reihe von |z| zu schliefien, mufs die Gleichung fiir jedes z richtig sein, das heifst die Reihe (3.1) muf
punktweise konvergieren. f ist eine stetige Funktion, wegen f(—n) = f(7) = 0 sogar beim Periodeniibergang.
Da FOURIER-Reihen zumindest an allen Stetigkeitspunkten konvergieren, tut sie dies in diesem Falle fiir das
ganze Intervall [—m, 7). Daher darf die obige Gleichung punktweise betrachtet werden, und man erhilt die
bereits aus der Vorlesung und Ubung bekannte FOURIER-Reihe

4 X cos((2k — 1)x)
_EZ 2k—1
k=1

Man kann auch anschaulich argumentieren: Die Graphen der Funktionen 7 — |z| und |z| gehen jeweils durch
Spiegelung an der Geraden y = 7/2 hervor. Das ist gerade der Mittelwert beider Funktionen (also ag/2).
Daher erhilt man die FOURIER-Koeffizienten a,,, n € N der jeweils anderen Funktion durch Wechseln des
Vorzeichens.

|~

ol 3

Eine dritte Moglichkeit, die Koeffizienten zu bestimmen, besteht in der Anwendung der Aufgabe 3, (b),
Ubung 9: Faft man die Funktionen als 2r-periodisch auf, so entstehen sie durch Translation mit 7. Das
fiihrt ebenfalls auf den Vorzeichenwechsel der Koeffizienten a,,, n € N.

Aufgabe 4.

(a) Losen Sie die Anfangswertaufgabe

1
y'—?y—x‘ﬂva y(0) = 3.

(b) Bestimmen Sie samtliche Losungen der Differentialgleichung
y® —yW -y +y=0.
(Dabei ist y'®) die k-te Ableitung von y.)

Lo6sung 4.

(a) Zunéchst wird die homogene Differentialgleichung

1
1—=x

Yp = Yn
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betrachtet. Thre Losung 1aft sich sofort hinschreiben:

1
yn(z) = CeXp/ 1

mdszexp1n|1—w|=C|ac—1|, CeR

An dieser Stelle kann man sich des Betrags entledigen: Betrachtet man die urspriingliche Differentialglei-
chung, so sieht man, dafs x = 1 ausgeschlossen werden muf. Losungen werden demnach entweder auf dem
Intervall (—oo, 1) oder auf (1, 00) giiltig sein (falls keine weiteren Restriktionen hinzukommen). Die Anfangs-
bedingung arbeitet auf dem Intervall < 1, daher kann dies ab sofort zur Losung des Anfangswertproblems
angenommen werden. Damit ist also die relevante Losung

yn(z) = C(1 — ), CelR
Aber viele Wege fithren nach Rom: Man kann auch argumentieren, daft mit der Konstanten C sowieso beide

Moglichkeiten erhalten bleiben, also C(1 — z) = —C(z — 1).

Nun mufs eine partikuldre Losung gefunden werden. Um Integrationskonstanten braucht man sich dabei
keine Sorgen zu machen, da es ausreicht, irgendeine Losung zu bestimmen. Der Weg dorthin fiihrt {iber die
Variation der Konstanten. C wird als Funktion C'(z) aufgefat und y,(z) = C(z)(1 —z) in die urspriingliche
Differentialgleichung eingesetzt. Man erhilt damit

l1—z
r—1

—z4+1? = C(CO@)=-z ~ C(m):—le.

C'(z)(1—=z) - C(z) = C(x) 5

Die gefundene partikulire Losung lautet also

und die Gesamtlosung ist damit
1
y(@) =yn(x) + yp(x) =C(1 —2) — 53:2(1 —x), CelR

Einsetzen der Anfangsbedingung y(0) = 3 liefert C' = 3 und damit schlieflich die Losung des Anfangswert-
problems

1 1
y(z) =3 -3z — 5372 + 5;1:3.

(b) Es handelt sich um eine homogene lineare Differentialgleichung hoherer (genauer fiinfter) Ordnung. Der
bekannte Ansatz y(z) = Ce*®, der natiirlich nicht explizit ausgefiihrt werden muf, fiihrt auf das Polynom

M—X-A+1=0.
Wie man leicht nachpriift, ist Ay = 1 eine Nullstelle. Damit erh&lt man
O=A=-DM\' =D =A== =D +1)=A=1D2A+1DA=i)(A+1),
woran man direkt die Nullstellen und ihre Vielfachheiten ablesen kann. Die Losung lautet damit

y(z) = C1e” + Caze® + C3e % + Cycosz + Cysinz, Ci,...,Cs R

Aufgabe 5.

(a) Sei

- 0 fir j ungerade,
7T (1) fiir § gerade.
Zeigen Sie: Die Potenzreihe Z;’io a;jz? konvergiert normal in der Kreisscheibe Bi(0).
(b) Geben Sie die Grenzfunktion an, gegen die die Reihe aus (a) konvergiert.

(c) Benutzen Sie die Beziehungen (arctan z)' = ﬁ und arctan(0) = 0, um eine Reihenentwicklung der Funk-
tion arctan z anzugeben. Wie lautet der Konvergenzradius?

Loésung 5.
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(a) Zunéchst wird die normale Konvergenz ganz formal durch Nachweisen der definierenden Eigenschaft gezeigt.
In Teil (b) fallt sie ganz nebenbei mit ab. Daher ist dieser Teil eigentlich nicht nétig.

Eine Funktionenreihe ) f,, ist genau dann auf einem offenen Bereich D C C normal konvergent, wenn es
zu jedem Punkt z € D eine Umgebung U C D gibt, fiir die gilt

oo
Z SUP|fn(C)| < 0.
n—o S€EU
Ubersetzt auf diesen Fall bedeutet das folgendes: Der Bereich D ist der offene Einheitskreis um den Ursprung
B;(0). Die Funktionenfolge ist gegeben durch
fn = (=1)"2%", n € N,
da nur die geraden Terme nicht verschwinden. Sei nun z € D gegeben. Dann gibt es ein € > 0 mit e+ |z| < 1,

da ja |z| < 1 gilt. Dann ist U := B.(z) eine Umgebung von z, die ganz in D liegt. Fiir jedes ( € U gilt
insbesondere |(| < |2| + € und damit folgt

oo o0 oo
sup|(—=1)"¢*"| = ) _sup[¢*" = ) (|2| +¢)*" < 0.

Dieser recht allgemein gehaltene Beweis nutzt gar nicht aus, daff wir es hier mit einer Potenzreihe zu tun
haben. Man kann aber auch den folgenden, auf dem Lemma von ABEL basierenden Satz verwenden:

Setzt man
R :=sup{t > 0| |a, |t fiir alle v € N beschrankt},

so ist die Potenzreihe ) a, 2" auf der offenen Kreisscheibe Br(0) normal konvergent, auferhalb
der abgeschlossenen Kreisscheibe, also auf C\ Bg(0), dagegen divergent.

(Es ist daher sinnvoll, den Wert R als Konvergenzradius zu bezeichnen, begrifflich sogar sinngeméfer als im
Reellen.) Offenbar gilt hier |a, | < 1, womit sich die Bedingung der Beschranktheit von |a, [t* allein durch die
Einschrankung des Wertebereichs auf ¢ < 1 erfiillen 1&£t. Das Supremum (und damit der Konvergenzradius)
ist also R = 1 und die Potenzreihe ist nach dem Satz auf Bj(0) normal konvergent.

(b) Jetzt darf man Teil (a) wieder getrost vergessen, denn das obige Ergebnis erhélt man auf wundersame Weise
automatisch: Durch Umformung erhilt man

o0 o0 1
2n __ 2\n _
S = S =
n=0 n=0

als Grenzfunktion, denn die zweite Summe ist eine geometrische Reihe, die wegen |z| < 1 wie angegeben auf
B (0) konvergiert. Damit ist aber auch die Potenzreihe normal konvergent auf B;(0), was eine wesentlich
elegantere Losungsmoglichkeit fiir Teil (a) darstellt.

(¢) Mit dem Ergebnis aus Teil (b) erhélt man nun sehr schnell

z2n+1

1 o n n —_ - n
Do ®= ) et e

arctan z = / (arctan ¢)' d¢ = /
0 0

fiir z € B1(0), denn bei normal konvergenten Potenzreihen darf man gliedweise integrieren. Der Konvergenz-
radius bleibt beim Integrieren und Differenzieren derselbe, demnach ,erbt“ diese Reihe den Konvergenzradius
1 von der geometrischen Reihe.
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