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Losungen zu Blatt 9

Aufgabe 1. (Ezplizite FOURIER-Reihen)

Berechnen Sie zu den folgenden Funktionen aus L?>[—m, 7] die FOURIER-Reihen:

(a) f(z) = |sinz]|

-1 firz e [-n,0),
(b) fl@)=40  firz=0,

1 firz e (0,7].

Losung 1.

(a) Die Funktion [sin z| ist gerade, daher gilt b, = 0 fiir alle n € N. Fiir n # 0 gilt

1 [" 2 (7 2 ™ 2 [T
an = — |sin z| cos(nz) dz = — / sin x cos(nz) de = — sinz sin(nzx)| —— / cos z sin(nz) dx
TJ T Jo nm o nmJy
=0
- ()| + = ["sinacostna)da = 2 (1= ;) cosacosna)|]
= —— cos z cos(nx —— | sinzcos(nz)dr = —-—(1——=) coszcos(nz
n’mw o n2w Jg n2mw n? 0

2 n —ﬁ falls n gerade ist,
= 5———(-(-Dr-1)=¢ 71
(n 1) 0 sonst.

Fir n = 0 erhilt man .

1 2 (7 4
ag = — |sinx|dm:—/ sinzdr = —.
m T Jo m

—T
Die FOURIER-Reihe lautet also -
. 4 cos(2kz)
|Sln .fUl ~ - ; Z W
k=1
(b) f ist eine ungerade Funktion, daher ist a,, = 0 fiir alle n € Ny. Das Produkt f(z)sin(nz) = |sin(nz)| ist
eine gerade Funktion. Damit erhélt man fiir n € N

by, = — " f(x)sin(nzx) dz = g /" sin(nz) dz = —_((_1)n - 1) =94
—r ™ Jo

2 _ |- falls n ungerade ist,
0  sonst.

Die FOURIER-Reihe ist also
4 hsin((2k - 1)7)
T

; 2k—1

Aufgabe 2. (Translation auf beliebige Intervalle)

In der Vorlesung wurde fiir die FOURIER-Reihen stets das Intervall [—m, ] betrachtet. Man kann die Theorie
natirlich auf jedes beliebige kompakte Intervall ibertragen: Betrachten Sie das allgemeine Intervall [a,b], a < b.
Der Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen auf [a,b] wird analog mit L*[a,b] bezeichnet und auf ihm
wird das Skalarprodukt
b
- [ 1@y(@)ds
a

Lo-1

fiir alle f,g € L?[a,b] definiert.



(a) Wie lauten die trigonometrischen Ausdriicke auf dem Intervall [a,b]?
(Hinweis: Stauchen bzw. Strecken Sie die Funktionen sin(nx) bzw. cos(nz), so daf wieder n Perioden in
dem Intervall [a,b] liegen. Translatieren Sie den Ursprung an die Stelle a.)

(b) Wie lauten die orthonormierten trigonometrischen Ausdricke Gy, auf dem Intervall [a,b]?
(Tip: Verwenden Sie die trigonometrischen Formen aus Teil (a) und normieren Sie sie mit positiven Fak-

toren.)

(c) Wie erhilt man die FOURIER-Koeffizienten eines Elements f € L*[a, b] zu den normierten trigonometrischen
Formen @y aus Teil (b), wie zu den nicht normierten Formen aus Teil (a)?

Losung 2.

(a) Durch Dilatation und Translation erhdlt man die trigonometrischen Ausdriicke

1, cos(2mr$_a), sin<2mr$_a), Yn e N.
b—a b—a

(b) Analog zur Vorlesung werden die Ausdriicke

fip(z) = Co - 1, fion_1(x) = Cyp_1 cos (2”7!':2 : Z), fign(x) = Cap sin (2n7r:;)j : Z)

fiir n € N mit noch zu bestimmenden, positiven Konstanten C}, definiert. Die Konstanten ergeben sich aus
der Normierungsbedingung ||| = 1:

b
1
1 = liio? =/ C3do = C(b—a) = Co=—
a —a
b 2nmw
. T—a b—a
1 = ||ign_1|* = C3, 4 /a cos? (2n7r - a) de =C3, | o /0 cos® £ d¢
b—a 2
= an_lT < CQn_l = b—a
analog Cyp, = 2
& M=\ —a
Die orthonormierten trigonometrischen Ausdriicke lauten also
1 2 — 2 —
Uo(x) = T ton-1(x) = b_acos(2mr§_2), tan(z) = b_asin<2mr§_s).

Die Orthogonalitdtsrelationen sind trivialerweise erfiillt.

(c) Es sind die FOURIER-Koeffizienten ¢ bzw. ay, b, der FOURIER-Entwicklung

(2.1) f~ ki:ockﬁk = %ao + Té[an cos(2mr§:2) + b, (2nw§:2)]

gesucht. Da die Ausdriicke @ ein Orthonormalsystem bilden, kénnen die zugehorigen Koeffizienten auf
gewohnte Weise durch die Skalarprodukte ¢ = (f, i) bestimmt werden. Aus den Formeln

b
Coz(f,ﬁo):\/%/a f(z)dw
o _\/T v r-a
Con—1 = {f,Glan_1) = b—a/a f(z) cos(2n7rb_a)dx
b _
62n:(f’a2n):1/b3a/a f(a;)sin<2n7r§_2)d;c

folgen durch Koeffizientenvergleich in (2.1) die Formeln

2 [P -
ap, = / f(x) cos(2n7r';j_ a) dz, neN

b—a a

2 b . T—a
b, = b—a/a f(a:)sm(Zmrb_a)dm, n €N,

ganz analog zu den EULER-FOURIER-Formeln im Fall [a,b] = [—7, 7].
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Aufgabe 3. (Einige Eigenschaften der FOURIER-Transformation)

Im folgenden sei f die 2m-periodische Fortsetzung eines Elements aus L?[—m, 7] mit den Fourier-Koeffizienten
Qn,bn. Zeigen Sie:

(a) Die FOURIER-Koeffizienten der Funktion g(x) = f(kxz), k € N, lauten a,, = a,;, bzw. b, = bn/k, falls k ein
Teiler von n ist, sonst a,, = l;n =0.
(Tip: Wenn k kein Teiler von n ist, so gilt

k—1
sin (271'— + a)
1=0

fiir beliebige o € R.)
(b) Die FOURIER-Koeffizienten der Funktion g(z) = f(z + a), a € R, lauten G, = a, cos(na) + by, sin(na) bzw.
by, = b, cos(na) — a, sin(na).

(c) h sei eine weitere Funktion aus L*[—n, 7] mit den FOURIER-Koeffizienten a,, (. Zeigen Sie: Fiir die Fal-
tung
9()= [ fly)hz—y)dy
erhdlt man die FOURIER-Koeffizienten an, = m(anan — bpBn) bzw. b, = m(anfBn + bpay). (Die Faltung geht
in ein Produkt diber; diese Figenschaft wird deutlicher, wenn man mit der komplexwertigen FOURIER-Reihe
arbeitet.)

Mit diesen Regeln kann man aus bereits bekannten FOURIER-Reihen neue gewinnen: Verwenden Sie Teil (b)
und Aufgabe 1, um die FOURIER-Koeffizienten der Funktion |cosz| zu bestimmen.

Lésung 3.

(a) Bestimmung der FOURIER-Koeffizienten a,, von g:

1" 1k n
an = — » f(kx) cos(nz) dx = | f( )cos(k )dx
1 2km
= f(z )cos( ) dx (f und cos(...) sind 2km-periodisch)
kr k
1 nl . o
_ / Z cos( T+ 27— A ) dz (f ist 2m-periodisch)

Falls k kein Teiler von n ist, verschwindet die Summe im Integral. Sonst gibt es ein m € N mit n = mk, und
es folgt

1 27 k—1
Gy, = H/ f(x) Z cos(mz + 2mml) dx
0 1=0

J

-~

k cos(mz)
1 27
=— f(z) cos(mz) dx
T Jo
1
= f(z) cos(mz) dz = am = apyp- (f und cos(mz) sind 27-periodisch)

Diese Rechnung schliefit die Identitéit Go = ao mit ein. Eine dhnliche Rechnung liefert das analoge Ergebnis
fiir b,,, n € N. Insgesamt gilt also

und b, =

a
0 sonst,

_ Jan falls k Teiler ist von n, ~ by, falls k Teiler ist von n,
S ) sonst

sofern man vereinbart, daft die Null stets von k geteilt wird.
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(b) Mit der Vereinbarung by = 0 gilt

an = 1 /7r f(z + a) cos(nz) dz = 1 /7r+a f(z) cos(nz — na) dz
T J_n T J—nta
-1 /W+a f(@)(cos(nz) cos(na) + sin(nz) sin(na)) dz
T J—rta

= %cos(na) /_7r f(z) cos(nzx) dx + %sin(na) /_7r f(z) sin(nx) dz

= cos(na)a, + sin(na)by,

fiir n € Ny (das enthalt die Identitét do = ag) und

== [ flo+a)sin(na) do = - [ ++ £(@) sin(nz — na) dz
T+
= % / f () (sin(nz) cos(na) — cos(nz) sin(na)) dz
—n+ta

= %cos(na) /7r f(z)sin(nzx) dz — %sin(na) /7r f(z) cos(nzx) dzx

= cos(na)b,, — sin(na)a,

fiir n € N. Dabei wurden die Additionstheoreme

ausgenutzt.

cos(a — ) = cosacos B + sin asin 8

sin(a — ) = sina cos 8 — cos asin 8

(¢) Wiederum mit der Vereinbarung by = By = 0 erhélt man

: FW)h(z —y) dy] cos(nz) dz = © 1 7; [ [ 7:2 h(z) cos(na + ny) dm] Fy) dy

™

J

/_ . h(z)(cos(nz) cos(ny) — sin(nz) sin(ny)) da:] fly)dy

:cos(ny) /_: h(z) cos(nz) dx — sin(ny) /_7; h(z) sin(nz) d:c] fly)dy

v ~ J
~~ "~

[e7%) Bn

— an /_ " Fy) cos(ny) dy — B /_ " F(y) sinny) dy
= 71'(O*‘nan - Bnbn)

fiir n € Ny, sowie

b

firneN

n

1

™

/.

: FW)h(z —y) dy] sin(nz) do = © [ : [ [ :_Z h(z) sin(nz + ny) dm] Fu) dy

J

™

/_ ) h(z)(sin(nz) cos(ny) + cos(nz) sin(ny)) d:c] fly)dy

-cos(ny) /7r h(z) sin(nz) dz + sin(ny) /7r h(z) cos(nx) da:] fy)dy

J

>

~~ ~~

Bn Qan

- /_ £(y) cos(ny) dy + an / £(y) sin(ny) dy
= 7(Bnan + anby)
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Wegen |cos z| = |sin(z +7/2)| kann Teil (b) mit @ = n/2 verwendet werden, um die FOURIER-Koeffizienten von
|cos x| zu bestimmen. Wegen b, = 0 fiir alle n € N (vgl. Aufgabe 1) folgt

0 sonst 0 sonst,

i = cos(n/2)ap = {(—1)”/2an falls n gerade ist, {(—1)"/2Jr1 ("él)w falls n gerade ist,

(=1)("+t1)/2q,  falls n ungerade ist

b = —sin(nm/2)an = { =0

0 sonst

Die FOURIER-Reihe lautet dementsprechend

2 4 cos(2kx)
~ 2 2N (m)h 2
Jcos 2] T T ;( ) (2k)2 — 1

Sie entspricht mit Ausnahme des alternierenden Vorzeichens der FOURIER-Reihe fiir |sin z|.

Aufgabe 4. (Partialbruchzerlegung des Kotangens hyperbolicus)

Bestimmen Sie die FOURIER-Reihe der Funktion f(z) = cosh(ax) auf [—m, ] fir a # 0 (Hinweis: Die FOURIER-
Reihe konvergiert punktweise gegen f ). Setzen Sie einen geeigneten Wert fir x ein, um die Partialbruchzerlegung

m coth(ar) —+Z 2+ 3
az+n

von coth(am) fir a # 0 zu erhalten.

(Tip: Es gilt cothz = gfnsﬁi coshz ist eine gerade, sinhz ist eine ungerade Funktion.)

Losung 4.

Zur Erinnerung: Es gilt

— sinh = cosh z und — coshz = sinh z.

dz dz
Da cosh(az) eine gerade Funktion ist, gilt b, = 0 fiir alle n € N. Fiir n # 0 gilt

™

1 /" 1 . ™ n . .
an = — /_7T cosh(az) cos(nzx) de = o sinh(azx) cos(nx) . + o sinh(az) sin(nz) dz
1 m n m n? [T
= — sinh(az)cos(nz)| + —= cosh(az)sin(nz)| ——— cosh(ar) cos(nzx) dx
am -m - oim - alr J_,

=0
™ 1 2« .
e S sinh(anr)(-1)".

1 n2\ -1
= (1 + —) sinh(az) cos(nx)

Fiir ag erhdlt man

1 [ 2 [T 2
ag = — cosh(azx) de = — cosh(ax) de = — sinh(ar).
T o am

_r m

Die FOURIER-Reihe lautet also

cosh(az) ~ sinh (ar) + sinhiom) i(_l)nM

am n? 4+ o2
n=1

Da die Reihe punktweise konvergiert, gilt sogar die Gleichheit. Durch Einsetzen von x = 7 erhélt man

cosh(ar) = sin};(onr sinh(am i 2a(-1)"
7r

a2 + n2
n=1

cosh(am) 1 = 2«
= 7TCOth(Ot7T) m_a+za2+n2
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