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Loésungen zu Blatt 8

Aufgabe 1. (Fehler der Keplerschen Fafiregel)

Oftmals steht man vor dem Problem, ein Integral nicht berechnen zu konnen, da keine explizite Stammfunktion
ausfindig gemacht werden kann. Es gibt jedoch numerische Methoden (Quadraturverfahren), mit denen der Wert
des Integrals approzimiert werden kann. Man macht sich dazu die Tatsache zunutze, mit Polynomen jede stetige
Funktion beliebig gut auf einem kompakten Intervall approzimieren zu kénnen. Den Wert des tatsdichlichen
Integrals ersetzt man dann durch den Wert, den das Integral iber das Polynom liefert. Eines dieser Verfahren
beruht auf der Keplerschen Fafiregel (vgl. Aufgabe 5 von Blatt 7): Die Funktion wird mit einem Polynom zweiten

Grades zu den Stitzstellen a, “TH’, b interpoliert. Die resultierende Formel fir das ,Ersatzintegral® lautet

[ s~ an = "5 (s +47(S52) + 1),

6

Wie so oft ist man an dem Fehler interessiert, den man bei dieser Approrimation macht. Zeigen Sie: Existiert
f" und gilt f""(z) < M auf [a,b], so gilt fir den Fehler die Abschdtzung

b
/ f(z)de — Q[f]‘ < 0,0082(b — a)* M.

(Hinweis: Betrachten Sie das Intervall [—h, h]. Fir die Funktion f gilt mit der LAGRANGE-Restgliedformel die
Darstellung

fla) = play + 7L T iy g e ()

Bestimmen Sie das Mazimum des auftauchenden Polynoms dritten Grades. Schitzen Sie damit zundchst den
Fehler der Interpolation, danach den Fehler der Keplerschen Faffregel nach oben ab.)

Loésung 1.

Die Verschiebung des Intervalls [a,b] nach [—h,h] kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vorgenommen
werden. Dazu setzt man h = 252 und betrachtet f(z) = f(z + 2f2). Die Quadraturformel lautet jetzt

b ho b
[ r@ds = [ fa)ds x QU1 = QU = 5 (7h) +af0) + Fiw).

Die Darstellung von f wird ebenfalls translatiert und man erhélt mit der LAGRANGE-Restgliedformel

fw) = pla) + CEDIE=D frigy g e (-n,),

~ >

R(z)

wobei p das Interpolationspolynom zweiten Grades fiir f zu den Stiitzstellen —h,0, h ist. Das Restglied soll
nun abgeschétzt werden. Dazu wird das Maximum des Betrages von ¢(z) := (z + h)z(z — h) auf [—h,h]
gesucht. Offenbar ist ¢ ein ungerades Polynom. Dann ist |g| gerade. Das Maximum wird demnach auf (—h,0)
angenommen. In diesem Intervall ist ¢ positiv und es folgt

sup |g(z)| = sup g(x)= sup (2°—h’z).
z€[—h,h] z€(—h,0) z€(—h,0)

Die Ableitung ¢'(z) = 322 — h? besitzt in (—h,0) eine Nullstelle bei zop = —h/+/3. Dort muf ¢ ein Maximum
besitzen, da ¢(0) = ¢(—h) = 0 gilt. Es folgt

3 2 \/_ 3 3
i =a(= ) = (~5) " = #(- ) = 2 < oo
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Das Restglied kann nun abgeschétzt werden durch

0, 39h3 3 £
sup |R(z)| < <0,065R°M mit M:= sup |f"(£)].
w€[—h,h] 3! e(—h,h)

Translatiert man nun wieder auf das Intervall [a, b], so gilt offenbar M = M und der zugehdrige Rest wird
abgeschétzt durch

3
sup |R(z)| < 0,065 b-a)°, o 0,0082(b — a)® M.
z€[a,b] 8

Man erhélt schliefilich

b
r)dz| < / 0,0082(b — a)®* M dx < 0,0082(b — a)* M.

a

) ds - Q)| -

Aufgabe 2. (Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung)

Lésen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:

(a) y' +3y' —10y =0, y(0)="7/10, ' (0)=0
(b) y' +y =0, y(0) =0, 3'(0) =1

(c) 2y" +8y'+10y =0, y(0)=1, y'(0)=0
(d) y' =3y +2y=2, y0)=1, y'(0)=7/8
Lo6sung 2.

Lineare Differentialgleichungen werden mit dem Ansatz y(x) = e** mit A € C geldst. Das fiihrt auf ein Polynom
A% 4+ a, A" 4+ -~ + a1\ + ag, dessen Nullstellen zu bestimmen sind. Dieser Schritt des Einsetzens wird im
allgemeinen nicht explizit ausgefiihrt, sondern direkt das entstehende Polynom betrachtet.

(a) Der Ansatz liefert 0 = A2+3XA—10 = (A—2)(A+5). Das Polynom besitzt die Nullstellen \; = 2 und A = —
Die allgemeine Losung lautet demnach y(z) = C1e?® + Cae™5® mit C;,C> € R. Die Anfangsbedingungen
liefern

7 1 1 1 1
Ci+Cy = 1—0 A 2C1 —-5C,=0 <~ C: = 5 A Cy = g — y(ZU) = ieZw + —6_5w.

(b) Hier folgt aus dem Ansatz 0 = X\* +1 = (A +1)(A—i). Die allgemeine (komplexwertige) Losung lautet daher
g(z) = Cre 4+ Che® mit C’l,Cg € C, also komplea:en Konstanten. Da man hier nur an der reellen Losung
interessiert ist, setzt man C; = ay +i8; und Cy = ay + ify mit ay,as, f1, B2 € R. Mit der EULER-Formel

et = e%(cos b + isinb) folgt dann fiir den Realteil der Losung

y(z) = ay cos(—z) — By sin(—z) + azcosx — Bosinz = Cy cosz + Casinz
mit C1,C> € R. Die Anfangsbedingungen liefern schliefflich
C;=0ACo=1 = y(z)=sinz.
Verzichtet man auf Substitution der Konstanten C1 und C2, so erhélt man aus den Anfangsbedingungen
Ci4Cr=0 A —iCi+iCi=1 <> Ci=:AC=—1

= g(z)= %e_” - %ei” %(cos( x) +isin(—z) — cosx — isinz) =sinz.

(c) Nach Kiirzen lautet das Polynom A2 + 4\ + 5. Es folgt
0=X4+4A+5=A+2)?+1 < A= -2+
Die (komplexwertige) allgemeine Losung ist also
§(z) = C1e=27 4 Gue=24)7 — =22 (=17 1 (hei)

mit C;,C; € C. Auch hier kann man sich wieder auf den Realteil der Losung mit den Substitutionen
Ci=a1 + i3, und Co=ay+ 132 beschrinken. Diese lautet dann

y(z) = e " (ay cos(—z) — B sin(—z) + ascosz — B2 sinz) = e 2*(Cy cosz + Cs sinz)
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mit C1,Cy € R. Die Ableitung von y ist
y'(z) = —2e 22(Cy cosz + Cy sinz) + e 22(Cy cosz — Cy sinx)
=e 2 ((—2C1 + C3) cosz — (2C> + C1) sinw).
Aus den Anfangsbedingungen folgt damit
Ci=1AN-201+C=0 <= C=1ANC=2 = y(z)= e’2$(cosw+2sinw).
Auch hier kann man zunichst auf die Substitution der Variablen C; und C3 verzichten. Die Ableitung von § ist

7 (x) = (—2—14)C1e"29% 4 (=2 + i)C2e{"2t9% ynd damit erhilt man aus den Anfangsbedingungen

Ci+Co=1 A (-2-9)C1+(-2+)C2=0 Cn=%+z' A C’zzé—i

= jz)=e [(% + i)fz_“c + (% - z) eim] = [%(e_im +e) +i(e ™ —e® ] = e **(cosz + 2sinz).

(d) Es handelt sich um eine inhomogene Differentialgleichung. Die zugehorige homogene Form fiihrt auf das
Polynom A2 — 3\ + 2 = (A — 1)(XA — 2). Die homogene Losung lautet also y(z) = Cie® + Coe?® mit
C1,C> € R Eine partikuldre Losung findet man sehr leicht. Setzt man y,(z) = %w + 7 an, so erhilt man
—3 42y =0, also v = 2. Die allgemeine Losung lautet also

1 3
y(x) =(Cie” + 02(3%c + 51' + Z’ C1,Cy € R
Mit den Anfangsbedingungen folgt
3 1 7 1 1 . 1 3
C C —:1/\0 20 - = — <— C:C:_ — — (% 2z - 2.
L+ Gt 120+ 5 = 2 1=0r =g y(@) = g(e® +e™) + 5o+ 7

Aufgabe 3. (Homogene lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung)

Lésen Sie die folgenden Differentialgleichungen bzw. das Anfangswertproblem:

(a) y" +3y"+3y'+y=0

(b) y W —y" y —y' =0

(¢) y" +4y' =0, y(0)=y'(0)=0, y"(0) =1
Loésung 3.

Hier gilt das unter Aufgabe 2 Gesagte entsprechend.

(a) Man erhilt das Polynom A3 4+ 3X%2 + 3\ + 1 = (A + 1)® mit der dreifachen Nullstelle —1. Die allgemeine
Losung lautet
y(x) = Cre % + Cyze © + Cyx’e ®, C1,C2,C3 € R
(b) Das Polynom lautet hier A* — A% + A2 — X\ = A(A — 1)(A +4)(\ — i). Die (komplexwertige) Losung ist also
g(ﬂ?) = (71 + ézew + é3€_i$ + é4€iw, C~'1, C~’2, 03,6'4 e C.
Mit (bereits mehrfach erwdhnten) Substitutionen erhilt man den Realteil der Losung

y(z) = Cy + Cae” + C3cosx + Cysinz, C1,C5,C3,C4 € R

(c) Das Polynom A3 +4X = A(X + 24)(\ — 2¢) fiihrt auf die allgemeine, komplexwertige Losung
g(z) = Cy + Che™2® 4 Ce?™®, Cy,C,,C5 €C,
sowie die reelle Losung
y(z) = C1 + Cy cos(2z) + Cssin(2z), C1,C2,C3 € R
Die Anfangsbedingungen liefern

1 1 1 1
Ci1+Cy=0A203=0N—-4Cy =1 = Cl:Z/\C2=_ZAC3:O £ y(.’E)ZZ—ZCOS(Qm).

Wiederum konnen die Anfangsbedingungen natiirlich direkt auf § angewendet werden. Man erhélt dann

C~’1+C~'2+C~’3=0/\—22'C~'2+2i03=0/\—46’2—40321 = 6122/\6226’32—%

~ 1 —2ix T
= j(z)= —5(62 +62):Z_

1
1 cos(2x).

N

L8-3



Aufgabe 4. (Geddmpfte harmonische Schwingung)

Ein Massepunkt sei mit einer Feder im Ursprung befestigt und bewege sich auf der x-Achse. Bei nicht allzu grofier
Auslenkung schwingt er dann harmonisch, das heif$t die Riickstellkraft mz ist proportional zur momentanen
Auslenkung x(t). Ist die Bewegung zusdtzlich durch eine geschwindigkeitsproportionale Reibung behindert, so
gehorcht der Massepunkt insgesamt der Differentialgleichung

mi = —rx — kx

mit Konstanten m,r,k > 0. Diese Gleichung wird oft mit den Substitutionen p := r/(2m) und wo := \/k/m in
die Form
i+ 2pi +wir =0

gebracht und die Gleichung des geddmpften harmonischen Oszillators genannt. Bestimmen Sie die Losungen
der Differentialgleichung fir die Fille

(a) p > wo, (b) p=wp und (c) p < wo.

Was ergeben sich jeweils fir Bewegungen? Der Oszillator werde nun mit einer festen Schwingung a cos(wt)
angeregt. Bestimmen Sie die Lisung des Anfangswertproblems

#+ 2p7 +wjz = acos(wt), z(0) =0, £(0) =0

fiir die Falle
(d) p=0 und (e) p > 0.

(Tip: Um eine partikulire Losung fiir den Teil (e) 2u bestimmen, machen Sie den Ansatz z,(t) = Ae™*t und
ersetzen Sie a cos(wt) durch e®t. Benutzen Sie die Eulersche Formel e®+% = e®(cos 8 +isin ), wm x, in Real-
und Imagindrteil zu trennen. Verwenden Sie fir die Losung nur den Realteil.)

Lo6sung 4.

Es handelt sich zunéichst um eine homogene lineare Differentialgleichung. Sie liefert das Polynom A% + 2p + wg.
Die Nullstellen lauten

0=X+202+wi=A+p)? —p*+wj < A=—pE4/p?—w?

(a) Im Fall p > wo erhilt man zwei reelle Nullstellen. Die Losung ist daher mit wy = 1/p? — w3
.Z'(t) = C16(7p7w1)t + Cze(fp—'_wl)t = e P (Cleiwlt + Czewlt), C1,C2 € R

Der Massepunkt ndhert sich von seiner anfénglichen Auslenkung asymptotisch mit der Zeit dem Ursprung.
Das ist der sogenannte Kriechfall: Die Reibung ist so grof, daf es nicht zu einer Schwingung kommt. Der
Massepunkt wird hochstens einmal den Ursprung iiberschreiten (falls |C2| < |Cy| und Cy - Cy < 0 gilt).

(b) Fiir p = wy ist —p eine doppelte Nullstelle. Jetzt lautet die Losung
Jl?(t) = C’le_”t + Cgte_”t = (Cl + Czt)e_”t, 01,02 e R
Das ist noch immer der Kriechfall. Fiir C; - Cy < 0 wird der Ursprung einmal tiberquert, sonst gar nicht.

(¢) Gilt p < wy, so erhilt man zwei komplexe Nullstellen und die Losung lautet mit wo := /wd — p?

Si'(t) = 616(_p_iw2)t + 6126(—p+iw2)t = e_”t(é'le_i‘“t + ézeiw2t), C’l, CYQ € C.
Das liefert die reelle Losung

(4.1) z(t) = e *(Cy cos(wat) + Cs sin(wst)) mit Cp,Cy € R
(4.2) bzw. x(t) = Age " cos(wat + @) mit Ay € RY, ¢ € [0,27).
Jetzt schwingt der Massepunkt also tatsachlich, allerdings mit exponentiell abnehmender Amplitude.

(d) Die Erregerschwingung bewirkt ein ginzlich anderes Verhalten. Fiir p = 0, also ohne Reibung, lautet die
Differentialgleichung
# 4+ wiz = acos(wt).
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Die homogene Losung kann (4.2) mit p = 0 entnommen werden (beachte ws = wp):
xp(t) = Ag cos(wot + )

Das ist die Schwingungsgleichung ohne Reibung. Zum Auffinden einer partikuldren Losung bietet sich der
Ansatz z,(t) = Acos(wt) an. Dann folgt fiir w # wo

2 2 a a
—w*Acos(wt) + wiAcos(wt) =acos(wt) —= A= ———- — 2,(t) = ———— cos(wt
() + w3 A cos(wt) = acos(wt) T = Bl = o s(et)

und insgesamt die allgemeine Ldsung
a
t)=A t — t).
z(t) o cos(wot + @) + PR cos(wt)
Die Anfangsbedingungen liefern

a
A —— =0 A -A inp =0.
0 COSp + w% — 2 oWo SIn @

Die erste Bedingung kann nur mit Ag # 0 erfiillt werden (fiir den interessanten Fall a # 0). Aus der zweiten
Bedingung folgt dann ¢ = 0 (oder ¢ = 7, was letzten Endes zu demselben Ergebnis fithrt) und damit

a a 2a L (Wotw) . fwo—w
Ag= ———— - t) = 55— t) — t)) = ( t) (—t)
0 pr— z(t) o (cos(wt) — cos(wot)) - sin( — sin( — ,

wobei im letzten Schritt cos(a — 8) — cos(a + 8) = 2sinasin 8 ausgenutzt wurde. Das ist eine Amplituden-
modulation wie sie zum Beispiel im Rundfunkbereich eingesetzt wird. Fiir w — wy wichst die Amplitude
iiber alle Schranken. Dieses physikalisch sicherlich nicht richtige Verhalten wird durch die im folgenden
betrachtete Dampfung (Reibung) korrigiert.

(e) Die homogene Lsung kann wieder (4.1) entnommen werden. Der Ansatz Z,(t) = Ae™® fiir die partikuliire
Losung liefert unabhéngig von wq

a _a(@ —i2pw)
W —w? +i2pw @2+ 4p2w?

—w?Aet +i2pwAe™t + w2 Ae™t = ae™t = A=

mit © = wi — w?, also

a

a(® — 12pw) _
2 + 4p2?

Fp(t) = 52 A (cos(wt) +isin(wt)) = wp(t) (& cos(wt) + 2pw sin(wt))

als reellwertige Losung. Zur Abkiirzung schreibe B := a/(&? + 4p*w?). Die allgemeine Losung lautet damit
z(t) = e="*(C1 cos(wat) + Casin(wst)) + B(& cos(wt) + 2pw sin(wt)).
Mit ihrer Ableitung
i(t) = e~ (cos(wat) (w2 Ca — pCt) — sin(wat) (w2C1 + pC2)) + Bw(2pw cos(wt) — sin(wt))

erhilt man aus den Anfangsbedingungen

. 2 2_ 2 wp +w®
Ci=—-Bo N wgcz—pclz—QBpw <= C1=—B(w0—w ) N CQZ—BpT,
2
also insgesamt die Losung
—pt[q, 2 2 wg +w? 2 2 :
z(t) = —Be™" [(wo — w?) cos(wat) + p sm(wzt)] + B((w§ — w?) cos(wt) + 2pwsin(wt)).
w2
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