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Losungen zu Blatt 7

Aufgabe 1. (Bedingte Ezxaktheit)

Geben Sie an, unter welcher Bedingung die folgenden Differentialgleichungen exakt sind:

(a) az+by+c+ (ax+ By +7)y' =0
(b) az’ + bry + cy® + (ax® + By +vy?)y' =0
Losung 1.

Eine Differentialgleichung der Form
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

ist genau dann exakt, wenn sie die Integrabilitdtsbedingung

oP _ 0Q
(1.1) o =

erfiillt. Es sind also die Koeffizienten so zu bestimmen, daft diese Gleichung erfiillt wird.
(a) Hier ist P(z,y) = ax + by + ¢ und Q(z,y) = ax + By + . Gleichung (1.1) liefert b = .
(b) Mit P(z,y) = az? + bxy + cy? und Q(z,y) = azx?® + Bxy + yy? folgt aus (1.1)

br 4+ 2cy =20z + Py <= b=2aA2c=p.

Aufgabe 2. (PICARD-LINDELOF ohne LIPSCHITZ)

Der Satz von PICARD-LINDELOF gibt Auskunft dariber, unter welchen Voraussetzungen es eine eindeutige
Lésung des Anfangswertproblems

v = f(z,y),  ylxo) =yo

gibt. Neben der Stetigkeit wird von f gefordert, beziiglich y einer Lipschitzbedingung zu geniigen. Dafl diese
Bedingung wesentlich ist, soll in den folgenden Aufgabeteilen erarbeitet werden.

(a) Es seien ein Punkt (zo,y0) € R® und ein kompaktes Rechteck R C R? gemdf der Voraussetzungen des
Satzes von PICARD-LINDELOF gegeben, sowie eine auf R definierte stetige reellwertige Funktion f, die
keiner Lipschitzbedingung geniigt. Zeigen Sie: Die gleichmdfige Konvergenz der Funktionenfolge (vy) ist
hinreichend dafiir, daff die Grenzfunktion das Anfangswertproblem lést. (Anmerkung: Man kann allerdings
nichts iber die Eindeutigkeit der Losung sagen.)

(b) Es sei R:={(z,y) | |z| <1, |y| <1} und f die auf R definierte stetige Funktion

0 fir x =0,

2z firo<|z| <1, —1<y <0,
f(z,y) = y e 5

20 —4% fir0<|r|<1,0<y<zx

-2z firo<|z| <1, 22 <y<1.

Zeigen Sie: [ erfillt keine Lipschitzbedingung beziiglich y und die Funktionenfolge () fihrt nicht auf eine
Lisung des Anfangswertproblems mit der Anfangsbedingung y(0) = 0. (Hinweis: Verwenden Sie oo = 0 als
Startfunktion).

Mit den Funktionenfolgen (p,,) sind jeweils die im Satz definierten Folgen gemeint.
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Loésung 2.

Die Funktionenfolge im Satz von PICARD-LINDELOF ist definiert durch

onla) =0+ [ HEpna(©)de, neN

Zo

mit einer beliebigen auf dem Rechteck R stetigen Startfunktion (.

(a) Die Folge (¢,) konvergiert nach Voraussetzung stetig. Es sei ¢ die Grenzfunktion der Folge, also

= lim ¢,.
n—0o0
(i) ¢ ist stetig.
Beweis: Jede der Funktionen ¢, ist stetig. Daher ist ¢ als Grenzfunktion einer gleichméfig konver-
genten Folge stetiger Funktionen ebenfalls stetig. O
(ii) Es gilt Z—‘;(m) = f(z, o(z)).
Beweis: Das kompakte Rechteck R sei durch die kompakten Intervalle R, und R, gemiff R = R, x R,
erklart. Ferner sei € > 0 vorgegeben. Die Funktion f ist stetig auf dem kompakten Rechteck R, also
gleichmafig stetig. Das gilt insbesondere fiir die Abbildung y — f(£,y) mit £ € R, beliebig. Daher
gibt es ein § > 0 mit der Eigenschaft

Vy,g € Ry : g —yl <& = [f(&9) - f(§u)l <e.

Aufgrund der gleichmifigen Konvergenz der Folge (p,,) gibt es ein N € N, so daf fiir alle n,m > N
und £ € R, gilt
lon(§) — em (&) <.

Dabher gilt fiir alle £ € R,

Wort () — BmtL )] = |7 (6,0 6)) — (6, 0m(©)] <&

dz
;_)a}uls bedeutet aber gerade, die Folge (d“i’:) konvergiert gleichméfig, also gegen ‘;—‘;’. Damit folgt schliefs-
ic
do, « . den o _ . _
2 (@) = lim —=(2) = lim_f(2,¢n-1(2)) = f(2, lim ¢n-1(2)) = f(2,¢())
unter erneuter Ausnutzung der Stetigkeit von f. O

(iii) Es gilt ¢(z¢) = yo-
Beweis: Da die Folge (¢,,) gleichméfig konvergiert, konvergiert sie erst recht punktweise. Insbesondere
an der Stelle zy gilt
Vn € N: ¢n(20) = yo.

Damit folgt sofort ¢(xo) = yo- O
Dabher ist ¢ tatsichlich eine Losung des Anfangswertproblems.

(b) (i) f erfiillt keine Lipschitzbedingung beziiglich y auf R.
Beweis: f erfiillt genau dann eine Lipschitzbedingung

beziiglich y auf R, wenn es ein L € R gibt, so daf$ fiir
alle (z,y), (z,9) € R gilt

i
v > f(x,
|f(z,9) — f(z,y)| < L|§ -yl S
— _ e S e o
e
1 NN
Fiir 0 < |z] <1und 0 <y < § < z? gilt hier aber ol N\
~ R e o &
— — — o2 S e
i3 AR L Aty 1
2 D e
LLy Y
2 s

S o et
e e e

LRI LAL

LR

Ly

. g 4
1f(@,5) — f,y)| = |20 — 4% — 22+ 4% = Z |5 —y|. 1
x x x|

Der Term 4/|z| wird fir |z| — 0 beliebig groff, daher
kann kein solches L € R existieren. O
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(ii) Die Funktionenfolge (¢,) konvergiert nicht fiir y(0) = 0.
Beweis: Setze g = 0. Dann folgt

wl(w)=/0zf(§,0)d§=/0z2€d§=w2
soz(m)Z/wa(E,sol(E)) d£=/0wf(£,§2)d€=/0w ogde = —a?
<P3(w)=/0wf(§,<p2(€)) d£=/0wf(§,—£2)d£=/Ow%d&:w?

= pu(z) = (-1)"'2? fiirneN.

Es ergibt sich eine alternierende Folge, die offensichtlich nicht konvergiert. O

Aufgabe 3. (Numerische Losungen von Differentialgleichungen)

Sehr haufig steht man vor dem Problem, ein Anfangswertproblem

y' = flz,y),  y(®@o) =wo

nicht explizit oder gar nicht lésen zu konnen. In diesen Fdllen bleibt nur der Ausweg, die Lésung mit numerischen
Methoden zu approximieren. Zwei dieser Verfahren werden hier vorgestellt.

e EULER-CAUCHY-Polygonzugverfahren: Von der bekannten Lésung y(xo) = yo ausgehend versucht man,
durch schrittweises Durchlaufen des Intervalls [z, zo + a] den Wert y(zo + a) anzundhern. Das geschieht
durch die rekursive Vorschrift

Yv =Yp—1 + hf(xu—layu—l)a h:= 3 1 <v<n,

wobei n € N die Anzahl der Schritte vorgibt. Die gesuchte Niherung ist dann y(xo + a) = yn.

e RUNGE-KUTTA-Verfahren: Auch hier wird das Intervall [xo,xo + a] in n Schritten durchlaufen, um eine
Niherung fiir y(xo + a) zu bestimmen. Die Rekursionsvorschrift lautet

ky1 = f(a“wyv)

1 1
Ky = f(:c,, + 3hy + 5hk,l)
1 1
ky3 = f(a:,, + §h,yy + Ehkﬂ)
ku4 = (my + h,yu + hku3)
h

kl/ = g(kul + kuZ + kl/3 + ku4)
Yv+1 = Yu + kl/

fiir 0 < v < n—1. Die gesuchte Niherung ist wiederum y(zo + a) & yp,.

Um die Giite dieser Verfahren besser einschdtzen zu kénnen, werden sie hier auf eine explizit losbare Differen-
tialgleichung angewendet.

(a) Losen Sie das Anfangswertproblem

(b) Bestimmen Sie die numerische Lisung von y(3) mit dem EULER-CAUCHY-Polygonzugverfahren fir n = 4
auf drei Nachkommastellen genau und geben Sie den Fehler in Prozent an.

(c) Wenden Sie das RUNGE-KUTTA-Verfahren fir n = 1 und n = 2 an, um y(3) zu approrimieren. Rechenen

Sie dazu wieder mit drei Dezimalen nach dem Komma und geben Sie den Fehler in Prozent an.

(Vergleichen Sie mal die Genauigkeit der beiden Verfahren, insbesondere unter dem Aspekt, dafl fiir den EULER-
CAucHY-Polygonzug mit n = 4 und das RUNGE-KUTTA- Verfahren mit n = 1 jeweils vier Funktionswerte benutzt
werden!)
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Lésung 3.

(a) Es handelt sich um eine lineare Differentialgleichung ersten Grades. Die zugehorige homogene Differential-
gleichung hat die Losung

yn(z) = CeXp(/ % dar) = Cexp(2In|z|) = Ca?

mit C € R. Mittels Variation der Konstanten C' = C(z) erhalt man eine partikuldre Losung;:

ac , . , B ac . 1 _ 1 _
%(x)x +2C(x)r =2C(zx)z + 1 < . (z) = pelians C(z) = . = yp(x) = —2

Die allgemeine Losung lautet also y(z) = C2? — 2 und mit y(2) = 2 folgt C = 1, also y(z) = 2> — =.

(b) Ausgehend von zg = 2, yo = 2 und h = 0,25 erhilt man

y1 = 2,000 + 0,25 - £(2,000; 2,000) = 2,000 + 0,25 - 3,000 = 2,750,
ys = 2,750 + 0,25 - £(2,250; 2,750) = 2,750 + 0,25 - 3,444 = 3 611,
ys = 3,611+ 0,25 - £(2,500; 3,611) = 3,611 + 0,25 - 3,889 = 4,583,
ys = 4,583 + 0,25 - £(2,750; 4,583) = 4,583 + 0,25 - 4,333 = 5,666,

also die Ndherung y(3) ~ 5,666. Der Fehler betrigt 5,567%.
(c) Wie zuvor ist o = 2 und yo = 2.

(i) n = 1. Dann ist h = 1 und es folgt

ki1 = £(2,000; 2,000) = 3,000, ka1 = £(2,500; 3,500) = 3,800,
k31 = £(2,500; 3,900) = 4,120, ka1 = £(3,000; 6,120) = 5,080,
ki = 3,987, y1 = 2,000 + 3,987 = 5,987,

also y(3) &2 5,987. Der Fehler betragt nur 0,217%.
(ii) n = 2. Jetzt ist h = 0,5. Damit folgt

ki1 = £(2,000; 2,000) = 3,000, ko1 = £(2,250; 2,750) = 3,444,
k31 = £(2,250; 2,861) = 3,543, ks = £(2,500; 3,772) = 4,018,
ky = 1,749, y1 = 2,000 + 1,749 = 3,749,
k12 = £(2,500; 3,749) = 3,999, koo = f(2,750; 4,749) = 4,454,
ksy = f(2,750; 4,863) = 4,537, ks = £(3,000; 6,018) = 5,012,
ko = 2,249, Yo = 3,479 + 2,249 = 5,998,

also y(3) ~ 5,998. Der Fehler ist jetzt nur noch 0,033%.

Der Unterschied der beiden Verfahren ist recht erstaunlich. Immerhin differiert der Fehler bei gleichvielen
benutzten Funktionswerten (Teile (b) und (c,i)) um mehr als 5%.

Aufgabe 4. (Eulerhomogene Differentialgleichung)
z=1()
dr f T
heifft EULER-homogene Differentialgleichung. Bringen Sie sie durch eine geeignete Substitution auf eine Form,

die eine Losung mittels Trennung der Verdnderlichen gestattet. Folgern Sie damit, doff die Losung des Anfangs-
wertproblems

Eine Differentialgleichung der Form

1_$+2y
Y =2 +y’

y(1) =0

gegeben ist durch
z+y=(z-y)?
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Loésung 4.

Eine geeignete Substitution ist offensichtlich z(z) := ¥@) Dann folgt fiir = # 0

z -

%(x) _ %(x)x —y(z) _ flz)—z
dz .

x2 x
Diese Differentialgleichung kann mittels Trennung der Verdnderlichen durch die Umformung

1 1
Wdz-;dm

fiir f(2) # z gelost werden. Das angegebene Anfangswertproblem kann umgeformt werden zu

Wiy = L2 2% — 4(Y) = 1),

(4.1)

Mit (4.1) erhdlt man

1 1 242 1
(4.2) /f(z)—zdz /ﬂ_zdz /1_z2dz mdm C + In|z|

242z

mit C' € R Hierbei muf§ |z| = 1 ausgeschlossen werden. Das Integral auf der linken Seite wird in zwei Integrale

unterteilt: 24 5 1 5 1 1
z —4ZZ
= - = dr=2 ——dz— =Inj1 - 22
/1—z2d’z /1—z2d’z 2/1—z2dz /1—z2 2=yl =27

Das noch {ibriggebliebene Integral kann durch Partialbruchzerlegung gelost werden (verg]eiche Aufgabe 6.2(0)):
1 1/ 1 1 1 1 1 s
— =z 2 az= [ ( ——)dz=1n|1 + 2|~ In|1 - =1‘ ‘
1-22 2(1-{-2_}_1—,2):> /1—,22 z / 1+Z+1—z z=1In|1+ z| —In|1 — 2| T
Damit folgt

2 1 1 |1
/ +zdz:1n‘ + |—§ln|1—z2|:1n [1+2]

1—22 1-2 |1—2[3/2°

Einsetzen in (4.2) liefert

VI1+2| NI R
(43) lnm20+ln|x| — WICL’L’l <~ |1+Z|:CIL’2|1—Z|3

mit ¢,C € R*. Die Randbedingung y(1) = 0 wird durch die Sustitution iiberfiihrt in z(1) = 0. Das liefert
C = 1. Da |z| = 1 ausgeschlossen werden mu8, ist (4.3) nur fiir |2| < 1 giiltig. Dann kénnen die Betragstriche
entfallen und es folgt

142 =2%1-2)>%

Die Riicksubstitution z = ¥ liefert schlieflich (beachte 2 # 0)
Y_g2(1-8Y — (z—y)?
1+x_$(1 a:) = rty=(r—y)°.

Anmerkung: Da der Fall |z| = 1 durch die Substitution verlorengeht, muf dieser gesondert untersucht werden.
Aus |z| = 1 folgt y(z) = £z und dies sind tatséchlich auch Losungen der Differentialgleichung. Sie sind allerdings
nicht mit der Bedingung y(1) = 0 vereinbar.

Die Abbildung rechts zeigt eine Approximation
des Anfangswertproblems y' = ;;ﬁg, y(1) = 0.
Sie wurde mit dem RUNGE-KUTTA-Verfahren in
dem Intervall [-10,10] an 300 Stellen mit der Tie-
fe n = 1 berechnet. Es ist deutlich zu erkennen,
dak das Verfahren in der Nihe des Ursprungs auf-
grund der Unstetigkeit in der Differentialgleichung
falsche Werte liefert. Zum Vergleich ist die expli-
zite Losung als durchgezogene Linie dargestellt. 10 5 0 5 10
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