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Losungen zu Blatt 6

Aufgabe 1. (Bevdlkerungswachstum in Entwicklungslindern)

Untersuchungen haben ergeben, daff das Bevélkerungswachstum in Entwicklungslindern sich nicht wie dP/dt =
aP verhdlt, sondern eher durch die Differentialgleichung

mit Konstanten o > 0 und § > 1 beschrieben wird.

Lisen Sie diese Differentialgleichung unter der Anfangsbedingung P(0) = Py und zeigen Sie: Die Wachstumsrate
ist so grofs, daff P(t) schon in endlicher Zeit T iber alle Schranken wdchst. Berechnen Sie T.

Loésung 1.

Die Differentialgleichung 14t sich mit Trennung der Veranderlichen 16sen. Durch Umformung erhdlt man (P > 0)

P 1 .
‘Z—t:apﬂ < PPdP = adt < mPl_B:at+C & P F=a1-pt+C

mit einem C' € R bzw. C' € R. Einarbeiten der Anfangsbedingung P(0) = P, liefert
C=pP~" = P P=a-Bt+P "
und damit (solange der rechte Term positiv bleibt)

1
(a(l - B)t + Py =AY

P(t) = (a(l - B)t+ polfﬂ)l/(lfﬂ) _

P wachst iiber alle Grenzen, da der Nenner fiir einen Zeitpunkt 7' < oo -
verschwindet;: o
_ - 1 1— .
0=(a(1—B)T + P AYEY 7o __ - p1-#8
( ( ) 0 ) a(ﬂ _ 1) 0
Die Losung ist daher giiltig auf dem halboffenen Intervall B
1 15
telo,———=R"). :
a(f —1) P(t) mita =1, =2, R =100.

Aufgabe 2. (Trennung der Veranderlichen)

(a) Zeigen Sie: Die Differentialgleichung

dy
E_f(ax-i-by-f-c), b#0

wird durch die Substitution z = ax + by + ¢ in eine Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen
wberfihrt.
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Losen Sie mit diesem Ansatz:

(b) '=(z+y)’
(c) '=(x-y)? -l<z-y<l
Losung 2.

(a) Mit der Substitution z := ax + by + ¢ folgt

dz dy
%—a+b%—a+bf(z),
also
#dz—dx = /*dz—x+c
a+bf(z) " a+bf(z) "

mit einem C € R.

(b) Die Substitution z := x + y fiihrt auf

1
/1+Z2dz—$+0

mit C € R Die Losung des unbestimmten Integrals — falls man sie nicht kennt; dieses Integral gehort
unbedingt zu den merkenswerten Integralen! — ist etwas trickreich. Dazu betrachte zunéchst

d d siné  cos®¢ +sin?¢ 5

= tanf = — = =1+ tan¢.

d¢ ané d€ cosé cos? ¢ +tan"¢
Das legt die Substitution z = tan ¢, dz = (1 + tan? £)d¢ nahe:

1 1+tan? ¢
m+0:/1+—z2dz=/md§=§=arctanz

Damit folgt nun
2k +1

z(z) = tan(z + C), r+C# 3 w, k€L
und letztlich mit der Riicksubstitution y = z — x
2k +1
y(z) = tan(z + C) — =z, CeR, z+C # 2+ w, k€ L.
Die Losung ist auf jedem der offenen Intervalle
2k —1 2k+1
( —r—C,— 71'—0), keZ

definiert. Eine etwaige Anfangsbedingung beschrinkt die Losung auf genau eines der Intervalle.

(c) Die Substitution z = z — y liefert
1
/ ——dz=z+C

1—22
mit C € R. Offenbar gilt |z| = |z — y| < 1. Der Integrand wird einer Partialbruchzerlegung unterzogen:
1 1 A B 1
1-22 (1+2)1-2) 1+z+1—z 2
Damit folgt
1 1 1 1 1+=2
c=(] = dz) = (|1 + 2| —In|1 - 2]) =1 ‘ ‘
THC=3 /1+z z+/1—z 2) = 5(nll+ 2l —Infl —2]) =y /l3==

Wegen |z| < 1 koénnen die Betragstriche entfallen und es folgt weiter

1 N . . Ce? — 1 B
-*-z:C'eZz = (Ce*® +1)z=Ce*" -1 < P
I—-2 Ce?® +1

mit C' € Rt. Die Riicksubstitution y = & — 2z schlieflich liefert

Ce?® — 1

-, C e Rt.
Ce2r +1

y(z) ==

y(2) fiir C € {7, 1,4}

Die Losung ist auf ganz R definiert.
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Aufgabe 3. (Exakte Differentialgleichungen)

Priifen Sie die folgenden Differentialgleichungen auf Exaktheit und lésen Sie sie ggf. mit einem integrierenden
Faktor. Falls méglich, geben Sie die Lésung in expliziter Form an.

(a) (e¥ + y cos(zy))da + (we? + z cos(zy))dy = 0

(b) oyl +y—zy' =0

(c) (cosy + 2xy) + (2 —y — xzsiny)y’ =0, y(0) = V2
(d) (zy® + y)dz — zdy = 0

(Tip: Die integrierenden Faktoren sind nur von einer Variablen abhingig.)

Lésung 3.

Im folgenden seien P und @ jeweils die Funktionen, die durch
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

definiert werden.

(a) Wegen

oP : oQ
_— = Y —_ =

5y (©:) = € + cos(zy) ~ aysin(ay) = 5= (a,9)

ist die Differentialgleichung exakt. Es folgt

F(z,y) = /Pdm = /(ey + ycos(zy)) de = ze? + sin(zy) + ¢(y)

mit einer nur von y abhingenden Funktion ¢ (dieser Umstand wird in den weiteren Aufgaben unerwihnt
bleiben). Es muf gelten

F
Qz,y) = g—y(x,y) < ze¥ + zcos(zy) = ze¥ + x cos(zy) + Z—(;(y) = Z—j =0.
Man kann daher ¢ = 0 wihlen und erhélt als Losung
F(z,y) = ze¥ + sin(zy) = C, CelR
Sie ist nicht nach z oder y auflésbar.
(b) Hier ist P(x,y) = zy% + y und Q(z,y) = —z. Die Differentialgleichung ist wegen
oP 0
@) =2y + 17 1= G2 @)
nicht exakt. Versuche einen integrierenden Faktor M (z) zu finden:
(M P) O(MQ) oP dM aQ
=07 %) M(z)— == M(z) 22
3y (z,y) 5 (&Y = M(2) 3y (@,9) = -~ (@)Q(z,y) + M(2) 5 ~(z,y)
dM dM 1
= (2zy+ 1)M(z) = —ac%(ac) - M) = %(m) = —5(2.2331 +2)M(x)

Offenbar hingt M auch von der Variablen y ab, was vermieden werden sollte. Wéhle daher den Ansatz
M = M(y):

e = 25wy = L WPey) + M) ) = M) G
= (=’ +y>%<y) + oy + DM(y) = ~M(y) < y(ay + 1)%@) — —2(ay + 1)M(y)
%(y) - —§M(y), y#0

Das liefert die gewiimschte Form. Diese Differentialgleichung kann mit Trennung der Verdnderlichen gelost
werden:

1 1 1
—dM = -2 | —dy <= In|M|=-21 <— M(y) = +—
5 [ 5 = min| = —21miy ) =+
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Die Differentialgleichung ist mit dem integrierenden Faktor M (y) = 1/y* wegen
O(MP)

1, 1
3y @wﬁhﬂﬁwy+w+?@w+n=—y— 5 (&Y)
exakt. Jetzt kann eine Stammfunktion F' gesucht werden:
1 T
F(z,y) = [ M(y)Q(z,y)dy = —= E@=§+w@
OF 1 dy 1 1
il = M(y)P 4+ (y) = z = g2
5 (oY) ) @w)¢¢-y+dﬁw w+y<¢¢w@) 57
Die Losungen sind also
F(z,y) ==+ Zg? =
Sie kénnen nach y aufgelost werden:
T 2z
y(z) = C_ %;L'Z To_2
mit C = 2C.
(c) Diese Differentialgleichung ist exakt:
oP 0
a—y(x,y) = —siny + 2z = 8—2

Suche einer Stammfunktion F:
F(z,y) = /Pdm = zcosy + 2%y + p(y)

. . d 1
—y—wsing = —zsiny +2°+ L) = o) = -39’

Qlz,y) = Z—Z@,y) = 2

Damit folgt
1
F(z,y) = zcosy + z’y — §y2 =C.

Die Anfangsbedingung liefert C' = —1. Auflésen nach y ist nicht mdéglich, wohl aber nach z. Quadratische
Erginzung

cos y)2 cos?y
Y

2y 4y?

cosy cosy y 1 1 (
- + ./ Z = T 2 +23—4).
z(y) % e + 27y 2% cosy \/cos Y y y

Erneutes Anwenden der Anfangsbedingung z(v/2) = 0 zeigt, daf das Vorzeichen der Wurzel negativ sein
muf. Demnach ist die richtige Losung

1 1 1
0:m2y+mcosy—§y2+1<:>0:x2+m y+§<:>0:(x+ %

liefert

1
z(y) = —@(cosy —y/cos?y + 23 — 4y).

(d) Tja, da hat wohl der Fehlerteufel zugeschlagen: Hier steht noch einmal die Differentialgleichung von Aufga-
benteil (b).

Aufgabe 4. (Spezielle integrierende Faktoren)

Unter Umstinden kann es sehr schwierig sein, integrierende Foktoren zur Losung nicht exakter Differentialglei-
chungen zu finden. In einigen Fdillen kann man sie jedoch direkt angeben.

Gegeben sei eine Differentialgleichung der Form
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

mit auf einem Rechteck R stetig partiell differenzierbaren Funktionen P und (). Zeigen Sie:
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(a) Hangt die Funktion
1/,0P 0Q
=3 (a—y - %)
nur von der Variablen x ab, so ist M (z) := exp([ f(z) dz) ein integrierender Faktor.

(b) Gilt
oP _8Q 9P 8Q

dr Oy’ Oy Oz’
so ist M :=1/(P? + Q?) ein integrierender Faktor.

Losung 4.

(a) Es ist zu priifen, ob die Differentialgleichung
M (z)P(z,y)dz + M(z)Q(z,y)dy = 0
exakt ist, ob also die Bedingung

wn uIr) _ 3(Q)

erfiillt ist. Offenbar ist % = fM und damit sieht man leicht

oMQ) 1 (a_P _ @)MQJFM@ _ 0P _ o(P)

Oy Oz Oz Oy oy ’

or  Q
demnach stimmt die Behauptung.

(b) Es ist wiederum (4.1) zu priifen. Die partiellen Ableitungen von M lauten

oM _ -1 oP 5,00\ _ _ op  ,,9Q
6—5_(P2+Q2)2(2P65+2Qa€)_ M2<2Pa€+2Qa€),

wobei ¢ eine der Variablen z und y sein kann. Damit folgt

OMP) _ 4r2(yp9F | 5,99 opP
5 = M(2P6y+2Q6y)P+May
A oP 8Q ,8P 0P
=2 (—2p?Z _opZE L p2T 4 22"
( oy Qay + Oy +Q 6y)

(Einsetzen der Voraussetzungen)

— 2 (op29€Q _ oP  ,0Q ,0Q
=M (2P or 2PQ or P oz @ aa:)
3 oP 0Q 9Q 0Q
- MQ(—2PQ% — 2?2 4 p2E —)

or or ox
- _M? (2P8—P 1202 9Q

ox Oz or
o(MQ)

ox

+Q?
JQ+M

M ist also tatsédchlich unter den angegebenen Voraussetzungen ein integrierender Faktor.
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