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Losungen zu Blatt 5

Aufgabe 1. (Datierung mittels Radiokarbonmethode)

In der Natur frei vorkommender Kohlenstoff ist ein Isotopengemisch aus C'* und C12. C1* ist radioaktiv und es
zerfallt stindig ein konstanter Anteil von 0,012%/Jahr. Das Verhdltnis in der freien Natur bleibt aber konstant,
da stindig in der Atmosphdire durch Héhenstrahlung C** neu entsteht. Lebende Organismen nehmen stindig
durch ihre Nahrung so schnell und so viel Kohlenstoffgemisch auf, daff ihr relatives Verhdltnis konstant bleibt.
Stirbt ein Lebewesen, stoppt die C*-Zufuhr und der Zerfallsprozef8 liuft ungestirt ab. Daher Gt sich aus
dem relativen C*-Anteil (den man aufgrund seines radioaktiven Zerfalls direkt messen kann) im Vergleich zum
wrspringlichen Anteil direkt die Zeit seit dem Sterbedatum hochrechnen.

Diese sogenannte C*-Methode wird fiir die Datierung von historischen und fossilen Objekten eingesetzt. Fiir
thre Entwicklung erhielt der Chemiker W. F. LIBBY 1960 den Nobelpreis.

(a) Zeigen Sie: Die sogenannte Halbwertszeit von C1*, das heifit die Zeitspanne, in der sich eine gegebene Anzahl
von C* durch radioaktiven Zerfall halbiert, betrigt etwa 5776 Jahre.

(b) Stellen Sie eine Differentialgleichung auf, die den zeitlichen Verlauf des relativen C1*-Anteils a(t) beschreibt,
und losen Sie sie unter der Annahme, doff der Anteil zum Zeitpunkt t = 0 gerade ag betragt.

(c) Bei einer Papyrusrolle, die in der Nihe des Toten Meeres in einer Hohle gefunden wurde, betrigt der C1*-
Anteil nur noch 78% des ,frischen” Anteils. Wie alt wiirden Sie die Schriftrolle schitzen?

Loésung 1.

(a) Der C'*-Anteil verringert sich pro Jahr um 0,012%, das heift nach einem Jahr ist noch ein Anteil

0,012

=1
R 100

der urspriinglichen Menge an C'* vorhanden. Nach einem weiteren Jahr verringert er sich wiederum um
0,012% zu

0,012\2
=(1-2 )
Ry ( 100
und allgemein ist nach n Jahren noch ein Anteil von

0,012
100

R, = (1 - )" = (0,99988)"

der urspriinglichen Menge vorhanden. Die Anzahl hat sich gerade halbiert, wenn R, % fiir ein n € N gilt.
Das liefert

In2

0,99988)" < -
©, )" % 1n 0,99988

<= nln0,99988 < —In2 <= n g < n g 5775,880.

DN | =

Es miissen also fast 5776 Jahre vergehen, bevor sich der Anteil an C** halbiert hat.

(b) Der Parameter t gebe die vergangene Zeit in Jahren an. Desweiteren sei die Konstante p := 0,012% definiert.
Dann gilt nach Voraussetzung fiir At > 0

a(t + At) = a(t)(1 — p)AL.
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Setzt man X\ := —In(1 — p) (es gilt A > 0), so folgt (a > 0)

Ina(t + At) —Ina(t)

At =\

a(t + At) = a(t)e M =

Ubergang zu infinitesimalen Zeitéinderungen At — dt liefert

(1.1) d(ldnta) (t) = —A

und man erhlt direkt die Losung
Ina(t) = —M+c = a(t) = Ce M

mit einer Konstanten C' € RT. Mit der Anfangsbedingung a(0) = ag folgt schlieklich

a(t) = age™ .

Aus (1.1) kann auch die Differentialgleichung gewonnen werden, denn mit der Kettenregel folgt

da 1 da

Die Materialkonstante X heiflt auch Zerfallskonstante. Mit der angegebenen jahrlichen Abnahme von 0,012%
ergibt sich fiir C!*

1 1
At A 1,20-107% —— ~ 3,81-10712 =
Jahr S
(c) Gesucht wird nach einem ¢ mit a(t) = (= aq, also

78
apexp(—Acut) = —ag &= t~ — -10* & 2070,51 Jahre.

100 1,2

Die Schriftrolle diirfte also etwa 2070 Jahre alt sein.

Aufgabe 2. (Ausbreitung von Gerichten)

»Pst! Hast Du schon gehért? Am 28.11.01 uwm 17:00 gibt’s in der Aula einen mathematischen Vortrag fiir ein
breites Publikum mit anschlieffendem Buffet...“

— In einer Population von N Studenten breitet sich ein Gericht aus. Zum Zeitpunkt t seien I(t) Studenten
informiert. Die Ausbreitung des Geriichts erfolgt ausschlieflich iber Mundpropaganda: Pro Zeiteinheit trifft jeder
Studierende k > 0 Kommilitonen. Nehmen wir an, daf8 diese Kontakte véllig zufillig in der Studentenpopulation
verteilt sind (also ein Informierter einen Anteil von gk Nichtinformierten trifft und informiert, wobei q der
relative Anteil der Nichtinformierten ist).

Stellen Sie eine Differentialgleichung auf, die die Ausbreitung des Geriichts beschreibt, und lésen Sie sie unter
der Annahme, daf8 zum Zeitpunkt 0 genau ein Student Bescheid weif$!

Loésung 2.
Zu jedem Zeitpunkt gilt offenbar
q(t) = LI(t)
N
Dabher trifft ein informierter Student in dem infinitesimalen Zeitintervall dt
q(t)k dt = L‘r(t)k dt

nicht informierte Studenten. Da bereits I(t) informiert sind, treffen in demselben Intervall alle informierten
Studenten auf

N —I(t
g@®)I(t)kdt = T()I(t)k dt
nicht informierte. Das ist aber gerade der Teil, der neu informiert wird. Daher gilt

N_Tl(t)l(t)kdt — ﬂ(t) = kI(t) - Eﬂ(t)'

I(t +dt) — I(t) = dI(t) = 7 N
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Das ist gerade die logistische Differentialgleichung wie sie in der Vorlesung fiir das logistische Wachstum von
Populationen vorkam. Ein Blick auf Aufgabe 4 verrit, daft es sich auch um eine BERNOULLIsche Differential-
gleichung mit p = 2 und Konstanten «, f handelt, und mit der dort beschriebenen Methode soll sie hier gelost
werden: Substitution von z := I'=# = 1 liefert

di 1 k1 dz,, 1 1 k1
D=k T N2 ~aWa2m T T N
(2.1) — %(t) = —kz(t) +

Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung. Die zugehorige homogene Differentialgleichung

dz
= (1) = —kan(?)
besitzt die Lésung
2p(t) = Ce ™kt

mit einem C' € R. Durch Variation der Konstanten C' = C(t) und Einsetzen in (2.1) erhilt man

dac

ac k dC .k g
dt

1
—kt _ —kt _ _ —kt _ _
(t)e kEC(t)e kC(t)e ™ + P = (t) e = C(t) e

kt

Da nur eine partikuldre Losung 2z, gesucht wird, brauchen keine Integrationskonstanten hinzugefiigt zu werden.
Die partikuldre Losung lautet nun

L kw1
2p(t) = Ne e =
Die allgemeine Losung von (2.1) ist damit

ke, L
2(t) = zn(t) + 2p(t) = Ce ™ + N
Riicksubstitution I = 1 liefert schlieRlich N
1 20+
I t = - 154
( ) Ce_kt + % ol

Mit der Anfangsbedingung I(0) = 1 folgt o . . . . )

1 N Verbreitung des Geriichts
I(t) = (1 — %)e*kt T % = (N—De kR +1° unter 50 Studenten mit k = 2.

Aufgabe 3. (Lineare Differentialgleichungen)

Lésen Sie die folgenden Anfangswertprobleme; geben Sie falls notig an, fir welchen Wertebereich die bestimmte
Lésung sinnwvoll ist.

(a) v =2zy+z, y0)=1
x —4xy

) v =" 0=

(¢) y' =2xy+1, y(0)=0

(Hinweis: Nicht jedes Integral lGfit sich in geschlossener Form lisen!)

Lésung 3.

(a) Die zugehorige homogene Differentialgleichung lautet

9h (1) = 20y (z).

Thre Losung ist
2

yn(z) = Cexp(/zq;dm) — Ce®
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mit einem C' € R Durch Variation der Konstanten C' = C(z) und Einsetzen in die urspriingliche Differen-
tialgleichung findet man

dc dcC 1
—(x)ez2 + C(a:)2wem2 = 23UC(9L')67“2 t+z <= —(z)= ze ™ = C(x) = ——e
dz dz 2
Das liefert eine partikuldre Losung
(z) = 1 2 2 _ 1
Yp(2) = —5e " e® =—3

und die allgemeine Losung lautet

(b) Es ist
dyp, _ 4z
& O = T el
mit der Lésung
1

2z
yh(z') = Cexp(—2/m d.'L') = Cexp(—21n|1 =+ ;L'zl) = C(l + 1.2)2 .

Variation der Konstanten C' = C(z) und Einsetzen in die urspriingliche Differentialgleichung liefert

dC 1 4z 4z 1 x
— (@) ——= - C =- C
dx (=) (14 x2)? (@) (1+22)3 1+ 22 (@) (14 x2)2 T ir
= E(;zc) =z+2® & Cx)= 13:2 + 13:4
de T2 47
Die allgemeine Losung lautet also
(2) = C 1 +%$2+%w4_40+2x2+x4
VO =0 re2 T 1+ a2 T Al +22)?

Sie ist ebenfalls auf ganz R definiert. Die Anfangsbedingung y(1) = 1 liefert
(z) = 13 + 222 + 2*
YO = T 1+ 22)?
(c) Hier ist die homogene Differentialgleichung

dyn

Ir (z) = 2zyp(x)

wie in Teil (a). Sie besitzt natiirlich dieselbe Lésung, namlich
yn(x) = Ce®

mit einem C' € R. Variation der Konstanten C' = C(z) liefert allerdings diesmal

(ar;)e‘”2 + C’(ar:)2acez2 = 23:0(3:)6‘”2 +1 = %(m) e = C(z) = / e € d¢
Zo

@
dx

mit einem zo € R, wobei das Integral nicht elementar l6sbar ist. Die allgemeine Losung lautet

y(z) = Ce® + (/

T

T

0 et d.f) e = (C + /zo e=¢ df) e

und ist wieder auf ganz R definiert. Mit der Anfangsbedingung y(0) = 0 folgt mit g = 0
x
2 2
y(z) = / e~t dE)e® .
(), <)
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Aufgabe 4. (BERNOULLIsche Differentialgleichung)

Die sogenannte BERNOULLIsche Differentialgleichung hat die Form

y' = a(x)y + B2y’
wobei p eine feste Zahl ist.

Zeigen Sie: Sind a(z) und B(z) auf dem Intervall I stetig, so besitzt die Anfangswertaufgabe mit der Randbe-
dingung y(x¢) = yo > 0 fir p # 0,1 genau eine Lisung auf einem xq enthaltenden Teilintervall von I.

(Tip: Betrachten Sie die Substitution z = y'=*, losen Sie die entstehende Gleichung, dann substituieren Sie
y = 2/(=0)  Auf welchem Teilintervall ist y definiert?)

Loésung 4.

Durch die Substitution z = y*~* (y = 2'/(*=#)) wird die Differentialgleichung iiberfiihrt in
d(zM/0-9)

dx

(@) = a(2) (2()) " + B(a) (2(2)) " P
dz 1
ﬁ(x)rp

(@) = a@) (2(2) Y + () (2(2))” )
dz

&= (@) = (1= pa(@)z(z) + (1 - p)B(x).
Das ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung. Setze
a(z) = (1-plafz),  B(z):=(1-p)pa).

Die homogene Gleichung besitzt die Lésung

zp(x) = Cexp(/&(a:) dm)

mit einem C' € R. Eine partikuldre Losung kann durch Variation der Konstanten C' = C(z) gefunden werden:

%(w) exp / a(x)dr) + O(x)a{z) exp( / a(x) dr) = a(2)0() exp / a(x)dz) + B()
= %(m) = f(x) exp(— /d(a:) dm)
<— C(z) = /B(m) exp(— /d(w) dw) dz

Die allgemeine Losung lautet also

z(z) = {C —}—/B(w) exp(—/d(w) dm) d:c} exp(/d(m) d:v)
= {C +(1- p)/ﬂ(w) exp(—(l - p)/a(x) da:) da:} exp((l - p)/a(m) dm).

Die Bedingung y(z¢) = yo > 0 wird ebenfalls iiberfiihrt in z(zo) = y~°. Wird diese mit z(z) fiir ein C' € R
erfiillt (und das wird sie sicher), so kann mit y = z'/('~#) zuriick substituiert werden. Dabei ist darauf zu achten,
daff y nur in dem Intervall die Anfangswertaufgabe erfiillt, in dem z positiv ist und welches zy enthélt. Auf
diesem Intervall gilt dann

y(z) = {C +(1-p) /ﬁ(m) exp(—(l - p)/a(w) dm) dw}l/(l_p) exp(/ a(x) dx).

Anmerkung: Hier wurde jeweils etwas ,schlampig® ein unbestimmtes Integral als Symbolisierung fiir Stamm-
funktionen verwendet.
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