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Lésungen zu Blatt 4

Aufgabe 1. (Rotation iiber geschlossene Fldichen)

Gegeben sei eine beliebige C2-Funktion f :R® — R3 und eine in sich geschlossene Fliche F C R3.

(a) Zeigen Sie mit dem Satz von GAUSS im Raum

/rotf-d&’zo.
F

(Tip: Verifizieren Sie zuerst div rot f=o. )

(b) Wie kann man dieses Ergebnis mit dem Satz von STOKES erhalten?
(Tip: Zerschneiden Sie die Fliche F mit einer Ebene und iberlegen Sie, wie integriert werden mugf.)

Loésung 1.

(a) Es ist angenehm, fiir die partiellen Ableitungen die verkiirzten Schreibweisen

p_Of oz _Of o= Of
zu verwenden. Es gilt offenbar
= 6yfz - 6zfy
dinOtf = div 6zfz - azfz = 6w(8yfz - azfy) + ay(azfz - awfz) + 6z(azfy - 6yfw) =0,
8zfy - ayfx

da die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nach dem Satz von SCHWARZ fiir C2?-Funktionen vertauschbar
ist. Sei nun V' das von der Fliche F' umschriebene Volumen. Mit dem Satz von GAuUsS folgt

// rotf-d&’:// divrot fdV = 0.
F v

(b) Durch Zerschneiden der geschlossenen Fliche F' mit einer Ebene erhilt man zwei Flachen F; und F» mit
demselben Rand 0F; = O0F;. Es sei 3. K - R eine Parametrisierung der Fliche F und K, K,y die
Einschrankungen auf die Flachen Fy, Fy. Offenbar gilt dann auch 0 K; = 0K>. Der Satz von STOKES besagt
nun

/mf’-d&: f-dz, ie{1,2}
F; &)O’yi

fiir geeignete Wege 71, y2 iber den Rand 0K;. Insbesondere miissen die Wege positiv orientiert sein, das
heifit die Flache mufs links von ihnen liegen. Dann mufl aber 7, = —~, sein und es folgt

/rotf-d&’:/ rotf-d&'-l—/ rot f - d& = ; f_‘-d.i"—/d f-dz=0.
F Fy Fy Doy Pom

Aufgabe 2. (STOKES bei der Arbeit)
Betrachten Sie das Vektorfeld

. T zy
f: R — R3, yl|—|yz
z 2x
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Integrieren Sie rotf auf der Fliche, die durch

. u (14 wv)cosu
®:K - R, <U> = | (14+v)sinu |, K :=1[0,7] x [0,1]
v2
parametrisiert ist, einmal direkt und einmal mit dem Satz von STOKES.

Loésung 2.
Zunichst das direkte Integral. Die Rotation des Vektorfeldes ist

. -y
rot f()=|—-2].
-
Der Normalenvektor 7i(u,v) lautet

2 2 —(1+v)sinu cosu 2v(1 4+ v) cosu
fi(u,v) = (Zi Z(f)(u v) = ( (1 +(1J}) cosu) X (sianu) = <2U(E(+1—i)23nu> .

Damit folgt fiir das FluRintegral iiber die durch & parametrisierte Fliche F

/rotf da—// (rot (& (u,v)), ft(u,v)) d(u,v)

1+v ) sinu 2v(1 + v) cosu
// ( ) . (2U(1+U) sinu) d(u,v)
—(1+4w)

1+v ) cosu
=/ / (—2v(1 +v)?sinucosu — 20%(1 + v) sinu + (1 + v)® cos u) du dv

(Die Terme mit cosw fallen bei der Integration iiber u heraus.)

4 9

1
=—4/0 0 + oty =15 =2

Fiir die Integration mit dem Satz von STOKES muf ein Weg entlang des Randes
OF von F gefunden We_lfden. Diesen erhdlt man, indem ein Weg « entlang des
Randes 0K von K mit ® abgebildet wird (dabei ist im allgemeinen auf Injektivi- 1 ¥

tét zu achten). Der Weg v wird in vier Teile 71, ..., zerlegt (vgl. Abbildung).
Die Indexvariable t laufe jeweils durch das Intervall I := [0,1]. Die Parametri-
sierungen lauten im einzelnen: " K Y,
G:I->R, t— tm G TR, tes [
0 t _
Vi n u
o 1-1 L 0
C3ZI—>R2;75'—>(( 1)W> C4ZI—>R2,t'—><1_t) Wege entlang 0K .

Der Weg entlang 8}7_” ist nun gerade die Komposition 3o ~. Er ist ebenfalls in vier Teilwege 3o v; mit den
Parametrisierungen ®o¢;, i € {1,...,4} zerlegt. Fiir die Wegintegrale werden die Tangentenvektoren (Ableitung
nach t) bendtigt:

o)y 4 (30 = (Fomin

d(é’dz@) (t):% —(lto2+t) _ ;’:

ey 4 (3 - (i)
d(<i>'d<; %) ) =% (12_61;2) = (_2(_101_ t)>



Damit lassen sich die Wegintegrale
1 -
- - =3 d q) i
W, = f-djr':/<fo<1>oé’i,w>dt
d-;o'y,v 0
berechnen:

1 {cos(tm) sin(tm) —m sin(tm)
Wy = /0 8 ) . ( 7rcos(t7r)> dt = -7 /01 cos(tm) sin®(tm) dt = 0

1 0 -1 1
12
W2:/ 0 -1 o0 dt:—2/(t3+t4)dt:—§—5:—%
0 \—t*(1+1t) 2t 0

1 [4sin((1 = t)m) cos((1 — t)) 2 sin((1 — ¢))
Ws :/0 i ) . (—27rcos((1 —t)7r)> dt

o

= 4r /1 (2 sin® (1 — )7) cos((1 — t)7) — sin((1 — ¢)) cos((1 — t)ﬂ')) dt =0
0

1 0 -1 1
W4:/ 0 - 0 dt=—2/(t4—5t3+9t2—7t+2)dt
o \(1-1t)2(2-1) —2(1—1) 0

2 5 4—-25+30 9
= —— - — —4:—7:
5+2 6+7 10 10

Fiir den gesamten Weg entlang des Randes OF

4
‘307=®‘5°%’

i=1

(das Symbol € bezeichnet hierbei das ,,Aneinanderhingen®) folgt

4 9
Fdz=Sw,=-2.

Die Ergebnisse stimmen erwartungsgeméf iiberein.

Aufgabe 3. (Sektorfiichenformel)

Es sei p(¢) ein winkelabhingiger Radius. Zeigen Sie fiir den vom Radius p(¢) zwischen den Winkeln ¢, und ¢
tberstrichenen Sektor
B:={(r¢)" [0<r<p(d), 1 <p< o} CR
die Sektorflichenformel
1

@2
=5 [ P

Lésung 3.

Allgemein ist die Flache von B bestimmbar durch

(3.1) 8= [[ d.).

In diesem Fall bietet es sich an, Polarkoordinaten

3 :R* x [0,27) - R2, (;) — (rcos¢>

rsin ¢

zu verwenden. Fiir die Substitution wird der Betrag der Funktionaldeterminante

det (sin ¢  rcos d))

=, _
|det @7(r, ¢)| = cos¢p —rsing

benstigt. Umformen von (3.1) auf Polarkoordinaten liefert dann

= [[ rawor= [* [ rivdo= TG
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Aufgabe 4. (Das 2. KEPLERSche Gesetz)

Ein Massepunkt bewege sich unter dem Einfluf$ einer Zentralkraft; das ist ein Kraftfeld, welches an jeder Stelle
im Raum in Richtung des Ursprungs weist oder davon weg. Dann bewegt sich der Massepunkt innerhalb einer
Ebene, dies sei die z-y-Ebene. Die Bahn des Teilchens werde mit dem Zeitparameter t beschrieben durch

Der Drehimpuls & x & ist unter einer Zentralkraft konstant:

dt

-

c

(a) Beschreiben Sie die Bahn durch Polarkoordinaten

(40) = (9 emets)

und bestimmen Sie den Drehimpuls beziiglich r und ¢.

(b) Es seien ¢ := ¢(t1) und ¢ := ¢(t2). Zeigen Sie, dafi der Radiusvektor in gleichen Zeiten gleiche Flichen
uberstreicht, speziell in der Zeit von t1 bis ty die Flache

|c|
Bl = —(ts — t1).
|B| 2(2 1)

(Tip: Verwenden Sie die Sektorflichenformel aus obiger Aufgabe und substituieren Sie ¢ = ¢(t).)

Loésung 4.

(a) Mit den angegebenen Polarkoordinaten folgt fiir den Drehimpuls

(., d¥ _(r(t) cos ¢(t) 7(t) cos p(t) — r(t)p(t) sin p(t)\ _ :
= (T 0= (Dineto) * (Ko smats +rivetreosatn) =00
wobei der Punkt die in der Physik {ibliche Bezeichnung fiir die Ableitung nach der Zeit ¢ sei.

(b) Subsitution von ¢ = ¢(¢) in der Sektorflichenformel liefert fiir ¢(t1) = ¢1 und ¢(t2) = @2

1 t2

@2 .
B = /¢ @)= [ 60) oo .

Setzt man r(t) := p(¢(t)), so ist nach Teil (a) der Integrand konstant c. Daher gilt
ta
c c
B|=+= =+—(t2 —
| | 2 . dt 2 (t2 tl ),

wobei das Vorzeichen dem Richtungssinn angepafst werden mufs.
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