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Lésungen zu Blatt 2

Aufgabe 1. (GREEN be: der Arbeit)

Betrachten Sie das Kraftfeld
P2 2 i 31’ + 4:y
f:R %R’<y)'_><8x+9y)'

Berechnen Sie die Arbeit, die dieses Kraftfeld leistet, wenn ein Massepunkt die Ellipse

a2 5, 6 (S00)

durchlduft.

(a) Berechnen Sie das Wegintegral direkt.
(b) Verwenden Sie den Satz von GREEN.

Losung 1.

Zunichst folgende Vorbetrachtungen. Es gilt

/Wsinqbcosqﬁdqﬁ=sin2¢‘ﬂ—/wsin¢cos¢d¢ - /Wsin¢cos¢d¢:0
0 N 0 Jo 0
=0

(partielle Integration) und damit
km
(1.1) / singcos pdp = 0, Vk e Z
0

wegen sin(¢ + 7) cos(¢ + 7) = sin ¢ cos ¢. AuRerdem folgen aus
- /2 w/2 w/2 /2
— = / dé = / (sin® ¢ + cos® @) dop = / sin® ¢ de + / cos® ¢ de
2 0 0 0 0

und

/2 71'/2
cos® pdop = / cos? ¢ dg
0

b
0

/2 /2
/ sin2¢d¢:—sin¢cos¢‘0 +/
0

—_—

=0
die Identitaten

km/2 km/2 -
(1.2) / sin? ¢ dep = / cos? pdp = 5 Vkez
0 0

wegen sin’(¢ + ) = cos? ¢ und sin®(¢ + 7) = sin® ¢.

Im folgenden sei v die Ellipse mit der angegebenen Parametrisierung. Die vom Kraftfeld geleistete Arbeit bei
Bewegen eines Massepunktes entlang der Ellipse ist dann

ﬁf-da‘c’.
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(a) Die Ableitung der Parametrisierung lautet

de —3sin
70 = 550 = Tems).

Daher gilt mit (1.1) und (1.2)
- 2m -
¢ F@-az= [ (Flae).e @ as
0% 0
2w
= / ((9cos ¢ + 8sin @) (—3sin @) + (24 cos ¢ + 18sin ¢)2 cos ¢) d¢p
0

= 9/02ﬂsin¢cos¢d¢—24/0

(b) Es sei E das von « umschriebene Gebiet. Der Satz von GREEN liefert die Identitéit

?{f’-di:’://Erotf‘d(x,y).

Es ist eine Beschreibung des Gebietes E gesucht. Die z-Komponente durchlduft die Werte von —3 bis 3.
Wie verhilt sich die y-Komponente bei variablem z? Offenbar gilt

27

2
sin? ¢ dop + 48/ cos? ¢pdp = 24m.
0

(22)? + (3y)? = 36(cos® ¢ + sin? ¢) = 36

und damit erhélt man die y-Grenzen des Gebietes in Abhéngigkeit von « durch |y| = %\/9 — z2. Das Gebiet
FE wird also beschrieben durch

E:={(z,9)" | |z| <3, ly| < 2v/9—a2}.

Die vom Kraftfeld geleistete Arbeit berechnet sich nach dem Satz von GREEN demnach zu

3 r3V0—2? 3
// rotfd(w,y):/ /3 (8—4)dydm=4/ %\/Q—xQd;v
E _3 7% _3

V9—z2

(Substitution x =: 3sin{ = & = arcsin §, dr = 3 cos§ df)

1 arcsin 1
=§6/ 3\/1—sin2§3cos§d§
a

resin —1

/2 w/2 (1.2)
=48 / cos® & d¢ = 96 / cos2 EdE =" 24n.
—m/2 0

Aufgabe 2. (Rotation und Divergenz)

Betrachten Sie die folgenden Vektorfelder f; und die Mengen B;. Berechnen Sie jeweils das Wegintegral bei
Durchlaufen des Randes 0B; von B; und das Flufintegral aus B; heraus. Sie haben jeweils die Wahl, ob Sie
die entsprechenden Integrale direkt iber den Rand berechnen oder mit den Sitzen von GREEN bzw. GAUSS in
Fldachenintegrale verwandeln.

By :=[0,1] x [0,1]

~~
=}
N—r
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=,
=,
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g <
N

Y ) B, :=[0,1] x [0,1]

()

(c) fo:R2 o R, (i)a(x‘iy), Bs = 1[0,1] x [0, 3]
()~
()

.3
V) B (@) | P <)

¢ s‘“y) . By= [0, x 0,10 {(z,9)" |2 +4* <1}
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Loésung 2.

(a) Es ist rot fi =4 und div f; = 0. Aufgrund der Einfachheit des Gebietes B bietet es sich an, das Wegintegral
mit dem Satz von GREEN zu berechnen (das Flufintegral verschwindet selbstverstandlich):

1 1
ﬁ-dfz/ / ddydr = 4
8B4 0 0

(b) Hier gilt rot f; =2 — 2y und div fz = 0. Auch hier ist es sinnvoll, den Satz von GREEN zu verwenden:

1,1
f2-da'c':/ / 2-2y)dyde=2-1=1
OBs 0 0
(c) Es gilt rot f3 1 —z und div f3 =y — 1. Wieder gilt das oben Gesagte:

- L3 3
f3-df=//(1—w)dydw=3——=
0B3 0 Jo 2

?{ (f;,ﬁo ds—// -1 dydav—2 :§
8B3 2 2

(d) Es ist rot fy = 322 + 3y2 und div fy = 1 — 2y. Das Gebiet B; besonders einfach durch Polarkoordinaten
ausgedriickt werden:

3
2

Bi={(r,¢)" |0<r<1,0<¢<27}

Beachte: Der Ursprung wird herausgenommen. Das ist fiir die Integration nicht wesentlich, da einzelne
Punkte das Jordan-Maf Null haben, jedoch Voraussetzung fiir die Injektivitsit des Ubergangs von Polar- zu
kartesischen Koordinaten. Er werde durch die Funktion § beschrieben:

<o, () (2) = (222)

Sie ist injektiv, stetig differenzierbar und die Funktionaldeterminante lautet

% (r, ) %9;( ¢)> det (cos¢ —rsin¢)
a

det §'(r, ¢) = det (agz 2 (1 6) sng  rcose =r>0,

o (r,9)

ist also insbesondere positiv. Daher kann die Substitutionsregel angewendet werden und es gilt

d(z,y) = |det 7'(r, ¢)| d(r, ¢) =rd(r,¢)

Damit lassen sich die Integrale wiederum leicht mit den Integralsidtzen berechnen. Das Wegintegral liefert

8B4f dm-//}g4rotfwy (z,y) //134r0tf g(r,8))rd(r, 9)

27
3
= 3 = — = —
—3/0 /Ordrdqﬁ—427r 5

l{anﬁ s = [ , vl y) dlay) = / |, & Fla, @)rdGr.)

:/027r/01(1—2rsin¢)rdrd¢:/027r(%—gsin¢)d¢:7r.

(e) Hier gilt rot f; = 0 und div f; = (. Beide Integrale verschwinden daher.

und fiir das Flufintegral folgt
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Aufgabe 3. (Fldche eines Zykloids)

Betrachten Sie ein Rad vom Radius r, das zum Zeitpunkt t = 0 mit dem Punkt P den Ursprung (0,0) berihrt,
wdhrend sein Mittelpunkt sich im Punkt (0,r) befindet. Nun rollt dieses Rad entlang der z-Achse, bis P wieder
den ,Boden” beriihrt.

Bestimmen Sie die Fliche, die zwischen der von P beschriebenen Kurve und der x-Achse liegt.

(Tip: Parametrisieren Sie die Kurve durch die Position t des Mittelpunktes. Verwenden Sie dann die Flichen-
formel aus der Vorlesung, wihrend Sie den Rand der Fliche durchlaufen.)

Loésung 3.

Wenn der Punkt P zum ersten Mal wieder den Boden beriihrt, hat das
Rad (und damit natiirlich auch der Mittelpunkt) die Strecke zuriickge-
legt, die seinem Umfang entspricht, also 27r. Betrachte nun den Weg,
den der Punkt P auf dem nicht translatierten Rad zuriicklegen wiirde

(man sagt auch, man betrachtet das mit dem Rad mitbewegte Koordi- Bewegung des Rades
natensystem). Dort beschreibt der Punkt P den Weg auf der z-Achse

= . [ —rsing

P(¢) = (r — 7 CO8 q)) )

Es besteht offensichtlich der Zusammenhang ¢ = t/r und daher beschreibt P auf dem translatierten Rad den
Weg 71 mit der Parametrisierung

asoam >, oo () + P9 = (127000 = ao= (1 077).

T’—T’COS; sm;

Um die Fldche des Gebietes, das zwischen dem Weg ~; und der z-Achse liegt, berechnen zu kénnen, benétigt
man noch den Riickweg 2 mit der Parametrisierung

G :[0,27r] - R, t > (27rr0— t) = &4(t) = <_(1)) :

Die Flachenformel fiir ein Gebiet G lautet

=1 Faz it f(x,y)=(‘y).

oG

Der Gesamtweg v := 71 @ 2 durchlduft den Rand des Gebietes G im negativen Durchlaufsinn (das heifft, das
Gebiet liegt rechts vom Weg). Daher folgt fiir die Fliche

6= 5§ 7-ai=—3 [ CFaw)ama- g [ @) son

e A e T Y (R T | ey Y
7

1 2nr t t t
:_5/ [(r—l)cos;—r—r(cos + sin? —)+ts1n dt
0

\—v—/

=1
(tsin L partiell integrieren)

1 t (27 1 t 27 2mr t
=—=(r—1)rsin- +27r? + ~trcos — —/ rcos — dt
2 T 2 T 0 r
~~ |

=0 =nr2 =0

= 3nr2.
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