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Letzte Woche: Simplex auf Dictionaries

¢ = 0 + 571 + 4x2 + 33

Wy = 11 — 4.’131 — Iy — 2.’133
w3 = 8 — 3x1 — 4x9 — 223

($1,$2,.’E3,’wl,’w2,’w3) - (0a070a5’ 1178)7 C =0

Entering variable mit ¢; > 0, leaving variable per Quotiententest, Basistausch — bis alle ¢; < 0.

eintretende Variable austretende Variable
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Letzte Woche: Simplex auf Dictionaries

CZ 0 + b5z + 4xzo + 33

Wy = 11 — 4.’131 — Iy — 2.’133
w3 = 8 — 3x1 — 4x9 — 223

($1,$2,.’E3,’wl,’w2,’w3) - (0a070a5’ 1178)7 C =0

Entering variable mit ¢; > 0, leaving variable per Quotiententest, Basistausch — bis alle ¢; < 0.

eintretende Variable austretende Variable
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Letzte Woche: Simplex auf Dictionaries

CZ 0 + b5z + 4xzo + 33

wp = 5 — 2x1 — 319 — X3 w120:>:c1§g
— 11
Wy = 11 — 4.’131 — Iy — 2.’133 wy > 0=z <
_ 8
w3y = 8 —3:131—4132—2:133 'w320:>m1§§

($1,$2,.’E3,’wl,’w2,’w3) - (0a070a5’ 1178)7 C =0

Entering variable mit ¢; > 0, leaving variable per Quotiententest, Basistausch — bis alle ¢; < 0.
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eintretende Variable austretende Variable
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Letzte Woche: Simplex auf Dictionaries

C: 0 + bxy + 4z + 3x3

wp = 5 — |2z — 3z — T3 w120:>:c1§g
wy = 11 —4.’171— $2—2£C3 w220:>a:1§%
w3 = 8 —3:131—4132—2:133 w320:>m1§%

($1,$2,.’E3,wl,w2,’w3) - (0a070a5’ 11,8)7 C =0

Entering variable mit ¢; > 0, leaving variable per Quotiententest, Basistausch — bis alle ¢; < 0.
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Letzte Woche: Simplex auf Dictionaries

C=22—5 —%wl—%wz—ké%
Ir1T = g—%wl—%wg—%m
Wy 1 + 2w; + 5z,

w3 = %+%wl+%$2—%w3

(ml’x2’m3’w1’w2’w3) - (37070,071’ %)7 C - 2_25

Entering variable mit ¢; > 0, leaving variable per Quotiententest, Basistausch — bis alle ¢; < 0.

eintretende Variable austretende Variable
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Letzte Woche: Simplex auf Dictionaries

C:22—5 —%wl—%wz—l—%%
Ir1T = %—%’wl—%wz—%wg
Woy 1 + 2w; + 5z

w3 = %—F%wl—i—%m—%%

(m1,$2,$3,w1,w2,’w3) - (370707071’ %)7 C - 2_25

Entering variable mit ¢; > 0, leaving variable per Quotiententest, Basistausch — bis alle ¢; < 0.

eintretende Variable austretende Variable
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Letzte Woche: Simplex auf Dictionaries

¢ =% —jwr — 5o + 5T

rK = g—%wl—%xg—%wg x1 > 0=23 <5
Woy 1 + 2w; + 5z

w3 = 5 + 3w+ 3%y — 583 w2 0=y <1

(w1,$2,$3,w1,w2,w3) - (37070,071’ %)7 C - 2_25

Entering variable mit ¢; > 0, leaving variable per Quotiententest, Basistausch — bis alle ¢; < 0.
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Technische

Universitat

Braunschweig Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik




Letzte Woche: Simplex auf Dictionaries

¢ =% —jwr — 5o + 5T

rK = g—%wl—%wg—%wg 1 >0=23<5
Wo 1 + 2w; + 5z,

w3 = 5 + 3w+ 3@y — |33 ws20=wy <1

(ml’x2’m3’w1’w2’w3) - (37070,071’ %)7 C - 2_25

Entering variable mit ¢; > 0, leaving variable per Quotiententest, Basistausch — bis alle ¢; < 0.
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Letzte Woche: Simplex auf Dictionaries

¢ =13 — w1 — 3z2 — w3
r1 = 2 — 2wy — 2z9 + w3
wy = 1 + 2wy + Sy

r3 = 1 + 3w; + x92 — 2ws

($1,$2,.’E3,’wl,’w2,’w3) - (2a07 170’ 170)7 C =13

Entering variable mit ¢; > 0, leaving variable per Quotiententest, Basistausch — bis alle ¢; < 0.
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eintretende Variable austretende Variable
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Letzte Woche: Simplex auf Dictionaries

¢ =13 — w1 — 3z2 — w3
1 = 2 — 2w; — 29 + ws
wy = 1 + 2wy + Sy
r3 = 1 + 3w + x99 — 2ws
alle Koeffizienten in ¢ sind < 0 = optimal
(1, T2, T3, w1, we,w3) = (2,0,1,0,1,0), (=13

Entering variable mit ¢; > 0, leaving variable per Quotiententest, Basistausch — bis alle ¢; < 0.

-~ ~—

eintretende Variable austretende Variable
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Letzte Woche: Simplex-Algorithmus

LP in Standardform
max ¢z, Ax < b, x>0
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Letzte Woche: Simplex-Algorithmus

LP in Standardform Schlupfvariablen w;,
max ¢ x, Axr < b, x>0 Dictionary aufstellen
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Letzte Woche: Simplex-Algorithmus

Phase I: Hilfsproblem l6sen

Ja
LP in Standardform Schlupfvariablen w;, Existiert
max ¢'z, Ar < b,z >0 Dictionary aufstellen b; < 0?
Phase II: urspriingliches LP lésen
Nein
oWta,
vl .
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Letzte Woche: Simplex-Algorithmus

Phase IlI: urspriingliches LP losen
zulassiges Nein optimale
Dictionary Basislosung
Pi h'$ : Zeile k VJa
Ivotschritt: __e' © eintretende Variable x.
nach x. aufldésen, o R
. mit ¢. > 0 wahlen
einsetzen
A v
Quotiententest: ;. tritt aus, -
7 Existiert Nein > LP
k= argmin — die > 07? unbeschrankt
i€B, G;6>0 Aie
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Letzte Woche: Simplex-Algorithmus

Phase IlI: urspriingliches LP losen
zulassiges Nein optimale
Dictionary Basislosung
Pi hritt: Zeile k ¥
Ivotschritt: __e' © eintretende Variable x.
nach x. aufldésen, o R
. mit ¢. > 0 wahlen
einsetzen
A v
Quotiententest: ;. tritt aus, o
7 Existiert Nein > LP
k= argmin — die > 07? unbeschrankt
i€B, G;6>0 Aie
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Letzte Woche: Simplex-Algorithmus

Phase IlI: urspriingliches LP losen
zulassiges Nein optimale
Dictionary Basislosung
Pi h'$ : Zeile k VJa
Ivotschritt: __e' © eintretende Variable z.
nach x. aufldésen, o N
. mit ¢. > 0 wahlen
einsetzen
A v
Quotiententest: ;. tritt aus, -
7 Existiert Nein > LP
k= argmin — die > 07? unbeschrankt
i€B, G;6>0 Aie
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Letzte Woche: Simplex-Algorithmus

Phase IlI: urspriingliches LP losen
zulassiges Nein optimale
Dictionary Basislosung
Pi h'$ : Zeile k VJa
Ivotschritt: __e' © eintretende Variable z.
nach x. aufldésen, o R
. mit ¢. > 0 wahlen
einsetzen
A v
Quotiententest: ;. tritt aus, -
7 Existiert Nein > LP
k= argmin — die > 07? unbeschrankt
i€B, G;6>0 Aie
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Letzte Woche: Simplex-Algorithmus

Phase IlI: urspriingliches LP losen
zulassiges Nein optimale
Dictionary Basislosung
- Ve
P'VOLSCh”H' ﬂZ“elle k eintretende Variable .
nac ':1:6 autiosen, mit ¢. > 0 wahlen
einsetzen
A v
Quotiententest: x;, tritt aus,
i 7 Existiert Nein > LP
k= argmin — die > 0? unbeschrankt
1€EB, ;>0 Aie
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Letzte Woche: Simplex-Algorithmus

Phase I: Hilfsproblem I0sen

Startpivot: x tritt ein, zulassiges
wy Mit kleinstem by, tritt aus Dictionary

T * *Ja

Hilfsproblem: max —xo, P'VOLSCh”tt:ﬂZ_,e”e & eintretende Variable x.
—xo in jeder Zeile nach r. autiosen, mit ¢. > 0 wahlen
einsetzen
A v

Quotiententest: xx tr_itt aus,

Existiert

k = argmin -
i€B, @;0>0 Qie

(Nein: unméglich, da & < 0)
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Letzte Woche: Simplex-Algorithmus

Phase I: Hilfsproblem l6sen

Startpivot: z tritt ein, W [zuléssiges} /gis% Nein: optimal

| =07 Nein
wy, mit kleinstem by, tritt ausj {Dictionaryj ¢ >0? -
Pivotschritt: Zeile & -
Hilfsproblem: max —xo, 'VOLS? rm.ﬂ ele eintretende Variable .
—a0 in jeder Zeile nach z. aufiosen, mit & > 0 wahlen
einsetzen Ja
Quotiententest: ;. tritt aus,
Ja 3

k= argmin —

i€B, a;.>0 die
(Nein: unméglich, da & < 0)
LP in Standardform Schlupfvariablen w;, Existiert o streichen, ( einsetzen
max ¢'z, Ar < b,z >0 Dictionary aufstellen b; < 0?
Phase II: urspriingliches LP lésen
Nein

zulassiges /ﬂh\ Nein optimale
Dictionary ¢ >0? Basislésung

Pivotschritt: Zeile k&

nach z. auflésen,
einsetzen

Quotiententest: zj, tritt aus, .
Nein LP
k= argmin — unbeschrankt

i€B, a;0>0 Qie

LP
unzulassig
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Letzte Woche: Geometrie

300

200

100

0 100 200 300 400
Ty

Sa¢ ;a2 Technische

2 Universitit

Schlupf = Abstand zur Nebenbedingung
b Az = ()
Nichtbasisvariablen = O:

Ldsung liegt auf diesen n Ebenen
Basislésungen = Ecken von IL(P)
Pivotschritt: Tausche x &€ N & Te © N
Sonst bleibt A/ erhalten; laufen

aufn — 1 Ebenenvonzy = 0zuz, =0

\Von einer Ecke zu einer benachbarten Ecke
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Letzte Woche: Geometrie

300

e Schlupf = Abstand zur Nebenbedingung
e b— Az = (%)

T
« Nichtbasisvariablen = 0:
200 Lésung liegt auf diesen . Ebenen

e Basislésungen = Ecken von L(P)

e Pivotschritt: Tausche x; € N & Te € N
100 « Sonst bleibt N erhalten; laufen

aufn — 1 Ebenenvonzy = 0zuz, =0

¢ \on einer Ecke zu einer benachbarten Ecke
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Letzte Woche: Geometrie

300

e Schlupf = Abstand zur Nebenbedingung
e b— Az = (%)

T
« Nichtbasisvariablen = 0:
200 Lésung liegt auf diesen . Ebenen

e Basislésungen = Ecken von L(P)

e Pivotschritt: Tausche x; € N & Te € N
100 « Sonst bleibt N erhalten; laufen

aufn — 1 Ebenenvonzy = 0zuz, =0

¢ \on einer Ecke zu einer benachbarten Ecke
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Letzte Woche: Geometrie

¢’z = 257.143

rang Af(x) = 2 — Ecke
300

e Schlupf = Abstand zur Nebenbedingung
e b— Az = (%)

T
« Nichtbasisvariablen = 0:
200 Lésung liegt auf diesen . Ebenen

e Basislésungen = Ecken von L(P)

e Pivotschritt: Tausche x; € N & Te € N
100 « Sonst bleibt N erhalten; laufen

aufn — 1 Ebenenvonzy = 0zuz, =0

¢ \on einer Ecke zu einer benachbarten Ecke

00 ()
0
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Letzte Woche: Geometrie

¢’z = 257.143

rang Af(x) = 2 — Ecke
300

e Schlupf = Abstand zur Nebenbedingung
e b— Az = (%)

T
« Nichtbasisvariablen = 0:
200 Lésung liegt auf diesen . Ebenen

e Basislésungen = Ecken von L(P)

e Pivotschritt: Tausche x; € N & Te € N
100 « Sonst bleibt N erhalten; laufen

aufn — 1 Ebenenvonzy = 0zuz, =0

¢ \on einer Ecke zu einer benachbarten Ecke
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Letzte Woche: Geometrie

cl'z = 386.667

rang Af(x) = 2 — Ecke
300

e Schlupf = Abstand zur Nebenbedingung
e b— Az = (%)

T
« Nichtbasisvariablen = 0:
200 Lésung liegt auf diesen . Ebenen

e Basislésungen = Ecken von L(P)

e Pivotschritt: Tausche x; € N & Te € N
100 « Sonst bleibt N erhalten; laufen

aufn — 1 Ebenenvonzy = 0zuz, =0

¢ \on einer Ecke zu einer benachbarten Ecke
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Letzte Woche: Geometrie

cl'z = 386.667

rang Af(x) = 2 — Ecke
300

e Schlupf = Abstand zur Nebenbedingung
e b— Az = (%)

T
« Nichtbasisvariablen = 0:
200 Lésung liegt auf diesen . Ebenen

e Basislésungen = Ecken von L(P)

e Pivotschritt: Tausche x; € N & Te € N
100 « Sonst bleibt N erhalten; laufen

aufn — 1 Ebenenvonzy = 0zuz, =0
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Letzte Woche: Geometrie

Ty

cl'z = 456.000
rang Af(x) = 2 — Ecke

300

e Schlupf = Abstand zur Nebenbedingung
7 1. (w

¢ Nichtbasisvariablen = 0:

200 Losung liegt auf diesen nn Ebenen

CL’b:O

e Basislésungen = Ecken von L(P)
e Pivotschritt: Tausche x; € N & Te € N
100 e Sonst bIeitherhaIten; laufen

aufn — 1 Ebenenvonzy = 0zuz, =0

¢ \on einer Ecke zu einer benachbarten Ecke
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Offene Fragen
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Offene Fragen

(a) Wie wahlen wir x; (entering variable)?
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Offene Fragen

(a) Wie wahlen wir x; (entering variable)?
(b) Wie wahlen wir xj, (leaving variable), wenn es mehrere Wahlmdglichkeiten gibt?
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Offene Fragen

(a) Wie wahlen wir x; (entering variable)?
(b) Wie wahlen wir xj, (leaving variable), wenn es mehrere Wahlmdglichkeiten gibt?
(c) Konnen wir sicher sein, dass Simplex terminiert?
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Offene Fragen

(a) Wie wahlen wir x; (entering variable)?
(b) Wie wahlen wir xj, (leaving variable), wenn es mehrere Wahlmdglichkeiten gibt?
(c) Konnen wir sicher sein, dass Simplex terminiert?

Bisher wissen wir: Der Algorithmus ist korrekt ... wenn er terminiert.
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Offene Fragen

(a) Wie wahlen wir x; (entering variable)?
(b) Wie wahlen wir xj, (leaving variable), wenn es mehrere Wahlmdglichkeiten gibt?
(c) Konnen wir sicher sein, dass Simplex terminiert?

Bisher wissen wir: Der Algorithmus ist korrekt ... wenn er terminiert.

Heute:
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Offene Fragen

(a) Wie wahlen wir x; (entering variable)?
(b) Wie wahlen wir xj, (leaving variable), wenn es mehrere Wahlmdglichkeiten gibt?
(c) Konnen wir sicher sein, dass Simplex terminiert?

Bisher wissen wir: Der Algorithmus ist korrekt ... wenn er terminiert.

Heute:

e Terminiert der Simplex-Algorithmus immer? Falls nicht — was kénnen wir tun?
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Offene Fragen

(a) Wie wahlen wir x; (entering variable)?

(b) Wie wahlen wir xj, (leaving variable), wenn es mehrere Wahlmdglichkeiten gibt?
(c) Konnen wir sicher sein, dass Simplex terminiert?

Bisher wissen wir: Der Algorithmus ist korrekt ... wenn er terminiert.

Heute:

e Terminiert der Simplex-Algorithmus immer? Falls nicht — was kénnen wir tun?

e Wie hangen (a) und (b) mit der Terminierung zusammen? Pivotregeln
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Offene Fragen

(a) Wie wahlen wir x; (entering variable)?

(b) Wie wahlen wir xj, (leaving variable), wenn es mehrere Wahlmdglichkeiten gibt?
(c) Konnen wir sicher sein, dass Simplex terminiert?

Bisher wissen wir: Der Algorithmus ist korrekt ... wenn er terminiert.
Heute:
e Terminiert der Simplex-Algorithmus immer? Falls nicht — was kénnen wir tun?

e Wie hangen (a) und (b) mit der Terminierung zusammen? Pivotregeln

o Wie lange dauert es? Wie viele Pivotschritte braucht Simplex im schlimmsten Fall?
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Degeneriertheit und Zykeln
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Degenerierte Dictionaries

Definition (degeneriert)
Ein Dictionary heifl3t degeneriert, wenn Bi = 0 fur ein ¢ € B gilt. Ein Pivotschritt heiRt degeneriert, wenn
die Schranke im Quotiententest 0 ist, also b;, = 0 fiir die austretende Variable xy,.

¢ = z1 + 21
wp = 0 + 1 — &I
Wy = 4 — 1 — &I

(wl,xz,wl,wg) — (0,0,0,4), C: 0

Sa¢ ;a2 Technische
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Degenerierte Dictionaries

Definition (degeneriert)
Ein Dictionary heifl3t degeneriert, wenn Bi = 0 fur ein ¢ € B gilt. Ein Pivotschritt heiRt degeneriert, wenn
die Schranke im Quotiententest 0 ist, also b;, = 0 fiir die austretende Variable xy,.

¢ = 1 + 2x9
wp = 0 + 1 — X9
Wy = 4 — 1 — &I

(wl,xz,wl,wg) — (0,0,0,4), C: 0

Sa¢ ;a2 Technische
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Degenerierte Dictionaries

Definition (degeneriert)
Ein Dictionary heifl3t degeneriert, wenn Bi = 0 fur ein ¢ € B gilt. Ein Pivotschritt heiRt degeneriert, wenn
die Schranke im Quotiententest 0 ist, also b;, = 0 fiir die austretende Variable xy,.

¢ = 1 + 2x9
wp =0 + 21 — a9 w >0=22<0
we =4 —x1 — 2 wy > 0= <4

(wl,xz,wl,wg) — (0,0,0,4), C: 0

Sa¢ ;a2 Technische
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Degenerierte Dictionaries

Definition (degeneriert)
Ein Dictionary heifl3t degeneriert, wenn Bi = 0 fur ein ¢ € B gilt. Ein Pivotschritt heiRt degeneriert, wenn
die Schranke im Quotiententest 0 ist, also b;, = 0 fiir die austretende Variable xy,.

¢ = 1 + 2x9
wp =0 +x1 — | 2 w >0=22<0
we =4 —x1 — 2 wy > 0= <4

(wl,xz,wl,wg) — (0,0,0,4), C: 0
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Degenerierte Dictionaries

Definition (degeneriert)

Ein Dictionary heifl3t degeneriert, wenn Bi = 0 fur ein ¢ € B gilt. Ein Pivotschritt heiRt degeneriert, wenn
die Schranke im Quotiententest 0 ist, also b;, = 0 fiir die austretende Variable xy,.

C == 3331 — 2’11)1

332:0—|— r1 — Wi

w2:4—2x1+ w1

(:Bl,xg,wl,wg) = (0,0,0,4), C =0

Degenerierter Pivot: Basis andert sich, Basislosung und ( bleiben gleich.
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Degenerierte Dictionaries

Definition (degeneriert)

Ein Dictionary heifl3t degeneriert, wenn Bi = 0 fur ein ¢ € B gilt. Ein Pivotschritt heiRt degeneriert, wenn
die Schranke im Quotiententest 0 ist, also b;, = 0 fiir die austretende Variable xy,.

C == 3:131 — 2w1

a:2:0—|— r1 — Wi

w2:4—2x1—|— w1

(:Bl,xg,wl,wg) = (0,0,0,4), C =0

Degenerierter Pivot: Basis andert sich, Basislosung und ( bleiben gleich.

1L,
oV,

& vl .
92| «a% Technische
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v i
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Degenerierte Dictionaries

Definition (degeneriert)

Ein Dictionary heifl3t degeneriert, wenn Bi = 0 fur ein ¢ € B gilt. Ein Pivotschritt heiRt degeneriert, wenn
die Schranke im Quotiententest 0 ist, also b;, = 0 fiir die austretende Variable xy,.

¢ = 3z, — 2w
W) =0 + r1 — Wi
wy = 4 — 2x1 + wy w2 > 0= <2

(:Bl,xg,wl,wg) = (0,0,0,4), C =0

Degenerierter Pivot: Basis andert sich, Basislosung und ( bleiben gleich.

1L,
oV,

& vl .
92| «a% Technische
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v i
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Degenerierte Dictionaries

Definition (degeneriert)

Ein Dictionary heifl3t degeneriert, wenn Bi = 0 fur ein ¢ € B gilt. Ein Pivotschritt heiRt degeneriert, wenn
die Schranke im Quotiententest 0 ist, also b;, = 0 fiir die austretende Variable xy,.

¢ = 3z, — 2w
W) =0 + r1 — Wi
wy = 4 — Rxq|+ wn w2 > 0= <2

(:Bl,xg,wl,wg) = (0,0,0,4), C =0

Degenerierter Pivot: Basis andert sich, Basislosung und ( bleiben gleich.
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Degenerierte Dictionaries

Definition (degeneriert)

Ein Dictionary heifl3t degeneriert, wenn Bi = 0 fur ein ¢ € B gilt. Ein Pivotschritt heiRt degeneriert, wenn
die Schranke im Quotiententest 0 ist, also b;, = 0 fiir die austretende Variable xy,.

3 1
C =6 — —2'w2 — —2w1
1 1
Iro9 = 2 — 5’11)2 — §w1
1 1
Ir1T = 2 - §w2 —|— §w1

(:Bl,xg,wl,wg) = (2,2,0,0), C = 6

Degenerierter Pivot: Basis andert sich, Basislosung und ( bleiben gleich.

1L,
oV,

& vl .
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Degenerierte Dictionaries

Definition (degeneriert)

Ein Dictionary heifl3t degeneriert, wenn Bi = 0 fur ein ¢ € B gilt. Ein Pivotschritt heiRt degeneriert, wenn
die Schranke im Quotiententest 0 ist, also b;, = 0 fiir die austretende Variable xy,.

C 3 1
1 1
Iro9 = 2 — —2w2 — —2w1
1 1
1T = 2 — §'w2 —|— §w1

alle Koeffizienten in ¢ sind < 0 = optimal
(:Bl,xg,wl,wg) — (2,2,0,0), CIG

Degenerierter Pivot: Basis andert sich, Basislosung und ( bleiben gleich.
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Degeneriertheit in der Geometrie

L2
3 wy =0
21O
Il w1 = 0
i
8
1
Lo — 0
0
0 1 2 3 4 5
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Degeneriertheit in der Geometrie

 Ecke (0, 0): drei aktive Nebenbedingungen

1 =0, 29 =0, w3 =0-mehralsn = 2

()

:132:0

T
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Degeneriertheit in der Geometrie

 Ecke (0, 0): drei aktive Nebenbedingungen

1 =0, 29 =0, w3 =0-mehralsn = 2

v o Alle Paare davon als N\ beschreiben dieselbe Ecke:
3 wy =0
{5317 372}, {3317101}, {-’152,101}
21 ©
Il wp = 0
)
1
Lo — 0
0
0 1 2 3 4 5
I
Tec‘hnisFI"l.e
p Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik
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Degeneriertheit in der Geometrie

« Ecke (0,0): drei aktive Nebenbedingungen
1 =0, 29 =0, w3 =0-mehralsn = 2

-

2 'z =0 e Alle Paare davon als NV beschreiben dieselbe Ecke:

rangﬁl(z) = 2 — Ecke
{5317 372}, {3317101}, {-’152,101}

e Startmit N = {$1,LE2}

Lo — 0
@
0 1 2 3 4 5
Ty
oMty
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Degeneriertheit in der Geometrie

« Ecke (0,0): drei aktive Nebenbedingungen
1 =0, 29 =0, w3 =0-mehralsn = 2

-

2 'z =0 e Alle Paare davon als NV beschreiben dieselbe Ecke:

rangﬁl(z) = 2 — Ecke
{3317 372}, {33171171}, {932,101}
e Startmit N = {$1, LE2}

e X9 erhdhen? w; = x1 — x2 wird sofort negativ:

Schranke 0, degenerierter Pivot

5132:0

T

2 Technische
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Degeneriertheit in der Geometrie

« Ecke (0,0): drei aktive Nebenbedingungen
1 =0, 29 =0, w3 =0-mehralsn = 2

-

'z =0 e Alle Paare davon als NV beschreiben dieselbe Ecke:

rangﬁl(z) = 2 — Ecke
{3317 -’E2}, {331,TU1}, {932,101}
e Startmit N = {$1, 5132}

e X9 erhdhen? w; = x1 — x2 wird sofort negativ:

()

Schranke 0, degenerierter Pivot
o Neue Basis (N = {x1, w1 }), gleicher Punkt!

5132:0

o
°@®

T

WLy,
K e,
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Degeneriertheit in der Geometrie

 Ecke (0, 0): drei aktive Nebenbedingungen

1 =0, 29 =0, w3 =0-mehralsn = 2

-

v e :Aﬁ‘ ) o Alle Paare davon als A beschreiben dieselbe Ecke:
5 wo — 0 rang Ay;) = 2 — Ecke
’ {331, -’172}, {331,101}, {932,101}
e Startmit N = {%1, 5132}
? ‘ﬁ . o, e Io erhdhen? w; = x1 — x2 wird sofort negativ:
wp =
& Schranke 0, degenerierter Pivot
1 o Neue Basis (N = {x1, w1 }), gleicher Punkt!
e Jetzt: £1 erhdhen heilt entlang wy; = 0 laufen
Lo — 0
0
0 1 2 3 4 5
I
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Degeneriertheit in der Geometrie

 Ecke (0, 0): drei aktive Nebenbedingungen

1 =0, 29 =0, w3 =0-mehralsn = 2

-

2 iff; ?(z) 1, « Alle Paare davon als N beschreiben dieselbe Ecke:
3 vl {z1, 22}, {1, w1 }, {z2, w1}
o Startmit N = {z1, 22}
2 ‘ﬁ d_o o, e Io erhdhen? w; = x1 — x2 wird sofort negativ:
& Schranke 0, degenerierter Pivot
1 o Neue Basis (N = {x1, w1 }), gleicher Punkt!
e Jetzt: £1 erhdhen heilt entlang wy; = 0 laufen
) 2y =0 e .. biszur Ecke (2,2): optimal
; 1 2 3 4 5
T
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Degenerierte Pivots: Was kann passieren?
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Degenerierte Pivots: Was kann passieren?

e Ein degenerierter Pivotschritt andert weder Basislosung noch Zielfunktionswert, nur die Darstellung.

Sa¢ ;a2 Technische

2 Universitit
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Degenerierte Pivots: Was kann passieren?

e Ein degenerierter Pivotschritt andert weder Basislosung noch Zielfunktionswert, nur die Darstellung.

e Wie lange kann man im schlimmsten Fall beim gleichen Wert bleiben?
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Degenerierte Pivots: Was kann passieren?

e Ein degenerierter Pivotschritt andert weder Basislosung noch Zielfunktionswert, nur die Darstellung.
e Wie lange kann man im schlimmsten Fall beim gleichen Wert bleiben?

o Meistens: Nach einigen degenerierten Pivots geht es weiter (wie im Beispiel).
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Degenerierte Pivots: Was kann passieren?

Ein degenerierter Pivotschritt andert weder Basislosung noch Zielfunktionswert, nur die Darstellung.

Wie lange kann man im schlimmsten Fall beim gleichen Wert bleiben?

Meistens: Nach einigen degenerierten Pivots geht es weiter (wie im Beispiel).

Aber: zerstort das bisher einzige Argument fur Termination!

Sa¢ ;a2 Technische

282 Universitit - — - - —
(A2 Braunschwei Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik
& g




Degenerierte Pivots: Was kann passieren?

e Ein degenerierter Pivotschritt andert weder Basislosung noch Zielfunktionswert, nur die Darstellung.
e Wie lange kann man im schlimmsten Fall beim gleichen Wert bleiben?

o Meistens: Nach einigen degenerierten Pivots geht es weiter (wie im Beispiel).

e Aber: zerstort das bisher einzige Argument fur Termination!

« Tatsachlich: Uber degenerierte Pivots kann Simplex zu einer besuchten Basis zuriickkehren!
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Degenerierte Pivots: Was kann passieren?

e Ein degenerierter Pivotschritt andert weder Basislosung noch Zielfunktionswert, nur die Darstellung.
e Wie lange kann man im schlimmsten Fall beim gleichen Wert bleiben?

o Meistens: Nach einigen degenerierten Pivots geht es weiter (wie im Beispiel).

e Aber: zerstort das bisher einzige Argument fur Termination!

« Tatsachlich: Uber degenerierte Pivots kann Simplex zu einer besuchten Basis zuriickkehren!

o Deterministische Pivotregeln ohne Gedachtnis laufen dann fiir immer im Kreis!

Definition (Zykeln)
Wiederholt sich die Folge der Dictionaries, so sagen wir, der Simplex-Algorithmus zykelt (cycling).
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Pivotregel:

Zykeln: Beispiel

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;

e Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

0
¢ =0+ =z — 2z — 2xy4 zi ()
_ 0 1 7 2 4 Z2 C]
w; = — 51 + 5T2 + 2aT3 — 4Ty zs ()
1 1 1
w2:0—§:131+ w2+§x3—§m4 zs (]
v @
wy — 1 — L1
wy (@
wy (@
¢ o
2 Technische
2 Universitit
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Pivotregel:

Zykeln: Beispiel

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;

e Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

( =
w; =
Wy =

wy —

a tritt in die Basis ein, w tritt aus

2 Technische

0 + =z —
0 — %Jil +
0 — %581 +
1 — L1

29 — 2xy4 21

%mz + 2x3 — 4dxy

1 1
Ty + 5(133 — 5%4

-@E@0000-

~5 § E B S S

% Universitit -
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Pivotregel:

Zykeln: Beispiel

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;

Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

2 Technische

% Universitat
L .
Braunschweig

¢ =

Wy =

wy —

0

ry = 0 — 2wy + Txo
0
1

— 2wy + bxy

9
wyp — 5:172

2w1 — 7:172

— -

_|_
_|_

1
dxs — 10xy 1 @
Io D
4.’B3 — 8$4 3 C]
%x3 + %LE4 Z4 )
w @)
dxs + 8xy v, (D
w; 0 @

¢ 0 o0

Wintersemester 2026/27
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Zykeln: Beispiel
Pivotregel:

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;
o Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

1
¢ =0 — 2w, + 5z + 4x3 — 1024 - @
Io D
1 = 0 — 2wy + Txg + 423 — 8xy 25 0
w2:0+w1—gx2—%:c3+%w4 @ ()

CU

w3 = 1 + 2wy — Txyg — 43 + 8xy w: .8
T o tritt in die Basis ein, wy tritt aus w3 -

¢ 0 o0

‘2 Technische

2 Universitit
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Zykeln: Beispiel
Pivotregel:

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;
o Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

2
¢=0 — 2wy + x3 — 324 - 1)
. 4 14 1 9 2 @
1 =0 + ;w1 — Twy — 3T3 + %4 s O
2 2 3 7
Ty = 0 +3w1— 3w2—5x3+3a¢4 T4 O
4 14 1 9 v @ O
wyg =1 — 2wy + Twy + :x3 — =
3 5 1 5 2 5 3 5 4 wo ..[:]
ws D 0 @
0 0 0
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Pivotregel:

Zykeln: Beispiel

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;

Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

2 Technische

% Universitat
L .
Braunschweig

2
¢=20 — 2wy + T3 — 314 & 1)
4 14 T 9 2 @
1 =0 + w1 — FTwy — |5T3| + %4 s O
2 2 3 7

xo = 0 + W1 — Fws — ;T3 + 5 L4 T4 O
4 14 1 9 v @ (O

w3 = — (W1 + Fw2 + 5T3 — T
3 5 1 5 2 5 3 5 4 wo ..[:]
x3 tritt in die Basis ein, 1 tritt aus w; @0
0 0 O
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Zykeln: Beispiel
Pivotregel:

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;
o Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

¢ =0 + 4w — 16wy — dz1 + by . mE0

T2 -
r3 = 0 + 4dw; — 14wy — By + 924 25 )
o = 0 — 2w; + 8wy + 3z, — 4xy T4 )
we — 1 . w; B ()
3 1 v, @M@ ()
w; 000D
¢ 0 0 0 O
o'w":"&
g”?_i 3% Technische
5.”(%3 Universitit - — - - —
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Zykeln: Beispiel

Pivotregel:

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;
o Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

¢ =0 + 4w — 16wy — dz1 + 6y . mE0

r3 = 0 + 4dw; — 14wy — By + 924 Z -g
o = 0 — 2w; + 8wy + 3z; — Ky T4 )
wg =1 - o -t 8

x4 tritt in die Basis ein, x5 tritt aus “’ZT T T T C?]

e,
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Zykeln: Beispiel

Pivotregel:

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;
o Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

1 3
¢ =0+ w — 4wy — 571 — 52 n mea (O
z3 = 0 — jw; + 4wy + 721 — 7T2 25 0
s = 0 —%w1+2w2+%x1—%w2 T4 ]
wy = 1 — T i O
3 1 wy, 0 W O
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Zykeln: Beispiel

Pivotregel:

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;
o Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

1 3
¢ =0 + w — 4wy — 571 — 5T n mea (O
T 7 9
r3 = 0 —[Fwi]| + 4wy + 721 — T2 5
1 3 1
zy = 0 — W1 + 2wy + 1Tl — %2 T4
wy = 1 T e
3 — 1 wo -.
w tritt in die Basis ein, x3 tritt aus v IEES@
{ 0o 0 0
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Zykeln: Beispiel

Pivotregel:

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;
o Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

( =0 — 2x3 + 4wy + 321 — 619 1 N )

x N )

w; = 0 — 2x3 + 8wy + 55131 — 3332 wz Bwm()

e =0 4+ x3 — 2wy — x1 + 229 e L)
[

wy =1 - Z:.- g

w; EEEEW

¢ 0 0 o0

1L,
o .f’&,

0

0

0
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Zykeln: Beispiel
Pivotregel:

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;
o Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

¢ =0 — 2x3 + 4wy + 3z, — 69 1 )
- 9 T2 |s ()
wy; = 0 — 2x3 + 8ws + %1 — 5@ 3 mEe()
xy = 0 4+ x3 —PRwy| — x1 + 229 Z4 L]0
w1 P @

=1 —
w3 1 wy 0 W O
wy tritt in die Basis ein, x4 tritt aus v BEEED@
¢ 00 0 0 0 0

1L,
o .f’&,

g”?_i 2 Technische
J A %3 Universitat - — - : -
‘;?Ei e Braunschweig Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik

i
Onscn®

10



Zykeln: Beispiel

Pivotregel:

 Eintretend die Variable mit groBtem Koeffizienten c;
o Austretend bei Gleichstand die mit kleinstem Index

(Schlupfvariablen zuletzt: 1, ..., Z,, Wi,..., W)

0 6

CIO —22134—|— 5131—2:172 ) D.. D
T2 N

w1:0+2m3—4x4—%w1+gw2 wgg pr—— 8
w2:0+%m3—%w4—%m1+ I9 zy () sw()
w1@ -@
’U)3:]_ — I ws @. @
v @B EEEE@

¢ 0 0 0 0 0 0 0

Nach 6 Pivotschritten (alle degeneriert, QT = 0) ist die Startbasis wieder erreicht!
Simplex lauft endlos im Kreis.
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Wann kann Simplex nicht terminieren?
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Wann kann Simplex nicht terminieren?

¢ In jedem nicht-degenerierten Pivotschritt wachst E echt.
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Wann kann Simplex nicht terminieren?

e In jedem nicht-degenerierten Pivotschritt wachst E echt.
 Ein Dictionary ist durch seine Basis B eindeutig bestimmt (Lemma gleich)

—> nach einem nicht-degenerierten Schritt kommt keine frihere Basis wieder.
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Wann kann Simplex nicht terminieren?

¢ In jedem nicht-degenerierten Pivotschritt wachst E echt.
 Ein Dictionary ist durch seine Basis B eindeutig bestimmt (Lemma gleich)
—> nach einem nicht-degenerierten Schritt kommt keine frihere Basis wieder.

« Es gibt hdchstens (";Lm) Basen.
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Wann kann Simplex nicht terminieren?

In jedem nicht-degenerierten Pivotschritt wachst E echt.
Ein Dictionary ist durch seine Basis BB eindeutig bestimmt (Lemma gleich)
—> nach einem nicht-degenerierten Schritt kommt keine frihere Basis wieder.

Es gibt hdchstens ("‘T;m) Basen.

Also: Simplex terminiert nicht << Simplex zykelt (ab einem Punkt nur noch degenerierte Pivots).
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Wann kann Simplex nicht terminieren?

¢ In jedem nicht-degenerierten Pivotschritt wachst E echt.
 Ein Dictionary ist durch seine Basis B eindeutig bestimmt (Lemma gleich)
—> nach einem nicht-degenerierten Schritt kommt keine frihere Basis wieder.

« Es gibt hdchstens (":Lm) Basen.

e Also: Simplex terminiert nicht << Simplex zykelt (ab einem Punkt nur noch degenerierte Pivots).

o Ausweg 1: Gleichstande im Quotiententest geschickt auflosen (lexikographische Methode)
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Wann kann Simplex nicht terminieren?

¢ In jedem nicht-degenerierten Pivotschritt wachst E echt.
 Ein Dictionary ist durch seine Basis B eindeutig bestimmt (Lemma gleich)
—> nach einem nicht-degenerierten Schritt kommt keine frihere Basis wieder.

« Es gibt hdchstens (":Lm) Basen.

e Also: Simplex terminiert nicht << Simplex zykelt (ab einem Punkt nur noch degenerierte Pivots).

o Ausweg 1: Gleichstande im Quotiententest geschickt auflosen (lexikographische Methode)

o Ausweg 2: Eine Pivotregel, die nie zykelt (Regel von Bland)
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Dictionaries sind durch ihre Basis bestimmt

Lemma

Zwei Dictionaries fiir dasselbe LP mit derselben Basis B sind gleich.
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Dictionaries sind durch ihre Basis bestimmt

Lemma

Zwei Dictionaries fiir dasselbe LP mit derselben Basis B sind gleich.

e Gegeben:z;, = b; — ZjeN a;jx;und x; = b, — ZjeN a;;x;firalei € B.
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Dictionaries sind durch ihre Basis bestimmt

Lemma

Zwei Dictionaries fiir dasselbe LP mit derselben Basis B sind gleich.

e Gegeben:z;, = b; — Zje/\f a;jx;und x; = b, — ZjeN a;;x;firalei € B.
 Beide entstehen durch Aquivalenzumformungen aus Az +w = b

= Beide haben dieselbe Lésungsmenge in R”*™ (ohne Vorzeichenbedingungen).
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Dictionaries sind durch ihre Basis bestimmt

Lemma

Zwei Dictionaries fiir dasselbe LP mit derselben Basis B sind gleich.

Gegeben: x; = b; — Zje/\f a;jx;und x; = b, — ZjeN a;;x;firalei € B.
Beide entstehen durch Aquivalenzumformungen aus Az +w = b

= Beide haben dieselbe Lésungsmenge in R”*™ (ohne Vorzeichenbedingungen).

In beiden Dictionaries kann man x € R™ beliebig wahlen; xz ist dann eindeutig.
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Dictionaries sind durch ihre Basis bestimmt

Lemma

Zwei Dictionaries fiir dasselbe LP mit derselben Basis B sind gleich.

Gegeben: x; = b; — Zje/\f a;jx;und x; = b, — ZjeN a;;x;firalei € B.
Beide entstehen durch Aquivalenzumformungen aus Az +w = b

= Beide haben dieselbe Lésungsmenge in R”*™ (ohne Vorzeichenbedingungen).

In beiden Dictionaries kann man x € R™ beliebig wahlen; xz ist dann eindeutig.

Ty =0: b, =z :l_);f[]rallez' e B.
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Dictionaries sind durch ihre Basis bestimmt

Lemma

Zwei Dictionaries fiir dasselbe LP mit derselben Basis B sind gleich.

Gegeben: x; = b; — Zje/\f a;jx;und x; = b, — Zje}\/ a;;x;firalei € B.
Beide entstehen durch Aquivalenzumformungen aus Az +w = b

= Beide haben dieselbe Lésungsmenge in R”*™ (ohne Vorzeichenbedingungen).

In beiden Dictionaries kann man x € R™ beliebig wahlen; xz ist dann eindeutig.

Ny =0 b =x; = I_); fur alle 7 € B.
1 /
ij’

TN =€ by —a;; = B; — a;., also @;; = a;j (e; = j-ter Einheitsvektor).
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Dictionaries sind durch ihre Basis bestimmt

Lemma

Zwei Dictionaries fiir dasselbe LP mit derselben Basis B sind gleich.

Gegeben: x; = b; — Zje/\f a;jx;und x; = b, — Zje}\/ a;;x;firalei € B.
Beide entstehen durch Aquivalenzumformungen aus Az +w = b

= Beide haben dieselbe Lésungsmenge in R”*™ (ohne Vorzeichenbedingungen).

In beiden Dictionaries kann man x € R™ beliebig wahlen; xz ist dann eindeutig.

zy =0: by =z; = b furallei € B.

TN = €j: b; — aij = b’ — ELU, also a;; = a,; (e; = j-ter Einheitsvektor).

Genauso fiir die Zielfunktion ¢ = ¢': ¢ = ¢’ und Cj = E;.. ]
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Lexikographische Ordnung

Definition
Furu,v € RF istu < v (lexikographisch kleiner), wenn u # v und u; < v; fur den ersten Index ¢ mit
u; 7 v;. u heilt lexikographisch positiv (v > 0), wenn u 7 0 und der erste Eintrag # 0 positiv ist.
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Lexikographische Ordnung

Definition
Furu,v € RF istu < v (lexikographisch kleiner), wenn u # v und u; < v; fur den ersten Index ¢ mit
u; 7 v;. u heilt lexikographisch positiv (v > 0), wenn u 7 0 und der erste Eintrag # 0 positiv ist.

e Wie im Worterbuch: erst nach dem ersten Eintrag sortieren, bei Gleichstand nach dem zweiten, ...
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Lexikographische Ordnung

Definition
Furu,v € RF istu < v (lexikographisch kleiner), wenn u # v und u; < v; fur den ersten Index ¢ mit
u; 7 v;. u heilt lexikographisch positiv (v > 0), wenn u 7 0 und der erste Eintrag # 0 positiv ist.

e Wie im Worterbuch: erst nach dem ersten Eintrag sortieren, bei Gleichstand nach dem zweiten, ...
o Beispiele: (0,2,—5) -0, (0,0,—1)=<0, (1,-7,3)<(1,0,-9)
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Lexikographische Ordnung

Definition
Furu,v € RF istu < v (lexikographisch kleiner), wenn u # v und u; < v; fur den ersten Index ¢ mit
u; 7 v;. u heilt lexikographisch positiv (v > 0), wenn u 7 0 und der erste Eintrag # 0 positiv ist.

e Wie im Worterbuch: erst nach dem ersten Eintrag sortieren, bei Gleichstand nach dem zweiten, ...
o Beispiele: (0,2,—5) -0, (0,0,—1)=<0, (1,-7,3)<(1,0,-9)
e < ist eine totale Ordnung auf R”: fiir u =# v giltu < v oder v < w.
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Lexikographische Ordnung

Definition
Furu,v € RF istu < v (lexikographisch kleiner), wenn u # v und u; < v; fur den ersten Index ¢ mit
u; 7 v;. u heilt lexikographisch positiv (v > 0), wenn u 7 0 und der erste Eintrag # 0 positiv ist.

Wie im Worterbuch: erst nach dem ersten Eintrag sortieren, bei Gleichstand nach dem zweiten, ...
Beispiele: (0,2,—5) =~ 0, (0,0,—1) <0, (1,-7,3) < (1,0,—9)

< ist eine totale Ordnung auf RE: fiir u # v giltu < v oderv < u.

Vertraglich mit den Rechenoperationen: u,v > 0, A > 0= u+v > 0und Au > 0
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Lexikographische Ordnung

Definition
Furu,v € RF istu < v (lexikographisch kleiner), wenn u # v und u; < v; fur den ersten Index ¢ mit
u; 7 v;. u heilt lexikographisch positiv (v > 0), wenn u 7 0 und der erste Eintrag # 0 positiv ist.

Wie im Worterbuch: erst nach dem ersten Eintrag sortieren, bei Gleichstand nach dem zweiten, ...
Beispiele: (0,2,—5) =~ 0, (0,0,—1) <0, (1,-7,3) < (1,0,—9)

< ist eine totale Ordnung auf RE: fiir u # v giltu < v oderv < u.

Vertraglich mit den Rechenoperationen: u,v > 0, A > 0= u+v > 0und Au > 0
u<vesSv—u>=0
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Die lexikographische Methode
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Die lexikographische Methode

o Idee: Jede Zeile i € B bekommt neben b; einen Vektor £; € R™, die Zielfunktion einen Vektor £, € R™.
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Die lexikographische Methode

o Idee: Jede Zeile i € B bekommt neben b; einen Vektor £; € R™, die Zielfunktion einen Vektor £, € R™.

o Start: /; = e, fur die Zeile von w;, ¢y = 0 —im Dictionary m zusatzliche Spalten.
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Die lexikographische Methode

o Idee: Jede Zeile i € B bekommt neben b; einen Vektor £; € R™, die Zielfunktion einen Vektor £, € R™.

o Start: /; = e, fur die Zeile von w;, ¢y = 0 —im Dictionary m zusatzliche Spalten.

« Pivotschritt: £ wird wie die Konstanten mitgerechnet. Mit 7; == (b; | £;) € R und 7o == ({ | 4o):

M=, or=n- S ((£R), =t S
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Die lexikographische Methode

Idee: Jede Zeile i € B bekommt neben b; einen Vektor £; € R™, die Zielfunktion einen Vektor £, € R™.

Start: /; = e; flr die Zeile von w;, £, = 0 —im Dictionary m zusétzliche Spalten.

Pivotschritt: £ wird wie die Konstanten mitgerechnet. Mit 7; := (b; | £;) € RY*™ und rg := ( | £o):

1 1 I __ a; : I C
vl = =7y, ri=ri—2er, (1 £ k), Ty =To+ 35Tk

Lexikographischer Quotiententest:
1

Unter allen ¢ mit a;e > 0 verlasst die Variable mit dem lexikographisch kleinsten = T die Basis.
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Die lexikographische Methode

o Idee: Jede Zeile i € B bekommt neben b; einen Vektor £; € R™, die Zielfunktion einen Vektor £, € R™.
o Start: /; = e, fur die Zeile von w;, ¢y = 0 —im Dictionary m zusatzliche Spalten.

« Pivotschritt: £ wird wie die Konstanten mitgerechnet. Mit 7; == (b; | £;) € R und 7o == ({ | 4o):
rl = Ltr, Tl =1 a’e v (£ k), r('):ro—kda—;rk

o Lexikographischer Quotiententest:

Unter allen ¢ mit a;e > 0 verlasst die Variable mit dem lexikographisch kleinsten ai - 1; die Basis.

ie

o Erster Eintrag ist der gewohnliche Quotient l_)i/&ie, ¢ entscheidet nur bei Gleichstand.
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Die lexikographische Methode

Idee: Jede Zeile i € B bekommt neben b; einen Vektor £; € R™, die Zielfunktion einen Vektor £, € R™.

Start: /; = e; flr die Zeile von w;, £, = 0 —im Dictionary m zusétzliche Spalten.

Pivotschritt: £ wird wie die Konstanten mitgerechnet. Mit 7; := (b; | £;) € RY*™ und rg := ( | £o):
rl = Ltr, Tl =1 a’e v (£ k), r('):ro—kda—;rk

Lexikographischer Quotiententest:

Unter allen ¢ mit a;e > 0 verlasst die Variable mit dem lexikographisch kleinsten ai - 1; die Basis.

ie

Erster Eintrag ist der gewohnliche Quotient l_)i/&ie, ¢ entscheidet nur bei Gleichstand.

Die eintretende Variable darf beliebig gewahlt werden (mit ¢, > 0).
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Lexikographische Methode: Beispiel

Das Zykel-Beispiel, eintretend wieder die Variable mit gréRtem Koeffizienten; graue Spalten: ¢;
¢ = 000 1 — 2I9 — 224

w1:0100—%x1+%x2+2x3—4x4

1

w2:0010—§:c1—|— w2+%m3—1w4

2
w3 =1 001 — x

($1,$2,£II3,.’L‘4,’(U1,?U2,’(1)3) - (07 070707 0707 1)7 C =0
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Lexikographische Methode: Beispiel

Das Zykel-Beispiel, eintretend wieder die Variable mit gréRtem Koeffizienten; graue Spalten: ¢;
¢ = 000 T — 2I9 — 224
w1:0100—%w1+%x2+2x3—4x4

ley

1 1
w2:0010—§:1:1—|— $2—|—§CI33—2

w3 =1 001 — x

($1,$2,£II3,.’L‘4,’(U1,?U2,’(1)3) - (07 070707 0707 1)7 C =0
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Lexikographische Methode: Beispiel

Das Zykel-Beispiel, eintretend wieder die Variable mit gréRtem Koeffizienten; graue Spalten: ¢;
(= 000 T, — 29 — 2xy

w; =0 100 — %wl + %332 + 2x3 — 4xy wi: (0]2,0,0)

wy =0 010 — 321 + T+ 523 — 324 wy: (0]0,2,0)

w3 =1 001 — x ws: (10,0,1)

($1,$2,£II3,.’L‘4,’(U1,?U2,’(1)3) - (07 070707 0707 1)7 C =0

Gleichstand 0 = 0 bei w; und wy — aufgeldst durch (0 | 0,2,0) < (0] 2,0,0).
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Lexikographische Methode: Beispiel

Das Zykel-Beispiel, eintretend wieder die Variable mit gréRtem Koeffizienten; graue Spalten: ¢;
¢ = 000 T — 2I9 — 224

w; =0 100 — %wl + %332 + 2x3 — 4xy wi: (0]2,0,0)

wy, =0 010 —[za|+ @+ 3z3 — 324 we: (0]0,2,0)

w3 =1 001 — x ws: (10,0,1)

($1,$2,£II3,.’L‘4,’(U1,?U2,’(1)3) - (07 070707 0707 1)7 C =0

Gleichstand 0 = 0 bei w; und wy — aufgeldst durch (0 | 0,2,0) < (0] 2,0,0).
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Lexikographische Methode: Beispiel

Das Zykel-Beispiel, eintretend wieder die Variable mit gréRtem Koeffizienten; graue Spalten: ¢;

(= 0 20 — 2w, + T3 — 3x4
wy =01 -10 + w2+g$2+%$3—%$4
r1 =00 20 — 2wy + 229 + X3 — x4
w3 =1 0 21 + 2wy — 229 — X3 + x4

($1,$2,£II3,.’L‘4,’(U1,?U2,’(1)3) - (07 070707 0707 1)7 C =0

Gleichstand 0 = 0 bei w; und wy — aufgeldst durch (0 | 0,2,0) < (0] 2,0,0).
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Lexikographische Methode: Beispiel

Das Zykel-Beispiel, eintretend wieder die Variable mit gréRtem Koeffizienten; graue Spalten: ¢;

(= 0 20 — 2w + T3 — 3wy
wy =01 -10 + w2+g$2+%$3—%$4
1 =00 20 — 2wy + 229 + X3 — x4
w3 =1 0 21 + 2wy — 229 — X3 + x4

(ml,xQ,x3,m4,w1,w2,w3) - (070707070707 1)7 C =0

Gleichstand 0 = 0 bei w; und wy — aufgeldst durch (0 | 0,2,0) < (0] 2,0,0).
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Lexikographische Methode: Beispiel

Das Zykel-Beispiel, eintretend wieder die Variable mit gréRtem Koeffizienten; graue Spalten: ¢;

( = 0 20 — 2w, + x3 — 314
wy =01 -10 + w2+g$2+%$3—%$4
1 =00 20 — 2wy + 229 + X3 — x4
wg =10 214+ 2wy — 229 — 3 + x4 wsy: (1]0,-2,1)

(ml,xQ,x3,m4,w1,w2,w3) - (070707070707 1)7 C =0

Gleichstand 0 = 0 bei w; und wy — aufgeldst durch (0 | 0,2,0) < (0] 2,0,0).
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Lexikographische Methode: Beispiel

Das Zykel-Beispiel, eintretend wieder die Variable mit gréRtem Koeffizienten; graue Spalten: ¢;

( = 0 20 — 2w, + x3 — 314
wy =01 -10 + w2+g$2+%$3—%$4
1 =00 20 — 2wy + 229 + X3 — x4
wg =10 214+ 2wy — 22y —| 3|+ x4 ws: (1]0,-2,1)

($1,$2,£II3,.’L‘4,’(U1,?U2,’(1)3) - (07 070707 0707 1)7 C =0

Gleichstand 0 = 0 bei w; und wy — aufgeldst durch (0 | 0,2,0) < (0] 2,0,0).
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Lexikographische Methode: Beispiel

Das Zykel-Beispiel, eintretend wieder die Variable mit gréRtem Koeffizienten; graue Spalten: ¢;

C =10 01 — 2x9 — w3 — 2x4
w, = % 1 —4 ‘% + 4wy — %$2 — %’wg — 21y
r1 = 1 0 0 1 - w3
r3 = 1 0 2 1 4+ 2wy — 29 — w3 + x4

(xl,m2,m3,x4,w1,w2,w3) = (17071707 %7070)7 C =1

Gleichstand 0 = 0 bei w; und wy — aufgeldst durch (0 | 0,2,0) < (0] 2,0,0).
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Lexikographische Methode: Beispiel

Das Zykel-Beispiel, eintretend wieder die Variable mit gréRtem Koeffizienten; graue Spalten: ¢;

C =10 01 — 2x9 — w3 — 2x4
w, = % 1 —4 ‘% + 4wy — %$2 — %’UJ?, — 21y
1y =10 01 — w3
3 = 1 0 2 1 4+ 2wy — 229 — w3 + x4

alle Koeffizienten in ¢ sind < 0 = optimal
(xl,w2,m3,w4,w1,w2,w3) = (17071707%7070)7 C: 1

Gleichstand 0 = 0 bei w; und wy — aufgeldst durch (0 | 0,2,0) < (0] 2,0,0).
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Terminierung der lexikographischen Methode

Theorem
Mit lexikographischem Quotiententest terminiert Simplex (ab einem zulassigen Dictionary).

r, = (El | fl) 1€ B), ro — (C_' | fo) Zu Beginn: & = €, fo =0
i, = % Ty =5 %Tk (i #k), 7p=1r0+ %rk Pivot: x. ein, xj aus, ax. > 0
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Terminierung der lexikographischen Methode

Theorem

Mit lexikographischem Quotiententest terminiert Simplex (ab einem zuldssigen Dictionary)

> Universitat -
> Braunschweig Wintersemester 2026/27

r; = (b; | &) (i € B), = (c‘ | 4o) Zu Beginn: £; = e;, £y =0
r aie TR, T;=1T;— “"f v (£ k), ryg=r+ % r, Pivot: z. ein, zj aus, @i > 0
Invariante 1: Die Matrix L = (4;);eg € R™*™ (Zeilen £;) ist invertierbar.
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Terminierung der lexikographischen Methode

Theorem

Mit lexikographischem Quotiententest terminiert Simplex (ab einem zuldssigen Dictionary)

r; = (b | 4) (i € B), = (c‘ | o) Zu Beginn: £; = e;, £y =0
Tr

aze

i— 2= ((# k), =70+ =T

Invariante 1: Die Matrix L =

Pivot: z. ein, xj aus, ai. > 0

= (¢;)ieg € R™*™ (Zeilen £;) ist invertierbar.
Gilt zu Beginn: L = 1.
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Terminierung der lexikographischen Methode

Theorem

Mit lexikographischem Quotiententest terminiert Simplex (ab einem zulassigen Dictionary).

ri = (bi | &) (i€ B), ro=(C|4)
T

Zu Beginn: ¢; = ¢e;, o =0
r die TR, T;=1T;— %'rk (i #k), 7p=1r0+ d%rk Pivot: z. ein, zj aus, @i > 0
Invariante 1: Die Matrix L = (4;);eg € R™*™ (Zeilen £;) ist invertierbar.

Gilt zu Beginn: L = 1.

Pivotschritt: Zeile £;, mit % skalieren (wird f’e), Vielfache davon zu den anderen Zeilen addieren.

2 Technische
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Terminierung der lexikographischen Methode

Theorem

Mit lexikographischem Quotiententest terminiert Simplex (ab einem zulassigen Dictionary).

r, = (Ez | fl) 1€ B), = (5 | fo) Zu Beginn: & = €, fo =0
r, = % TR, T;=1T;— “w v (£ k), ryg=r+ d%”’k Pivot: z. ein, xj aus, ai. > 0

e Invariante 1: Die Matrix L = (¢;);eg € R™*™ (Zeilen £;) ist invertierbar.
Gilt zu Beginn: L = 1.

Pivotschritt: Zeile £;, mit % skalieren (wird f’e), Vielfache davon zu den anderen Zeilen addieren.
Zeilenoperationen wie bei Gauss; diese erhalten den Rang.
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Terminierung der lexikographischen Methode

Theorem

Mit lexikographischem Quotiententest terminiert Simplex (ab einem zulassigen Dictionary).

r, = (Ez | fl) 1€ B), = (5 | fo) Zu Beginn: & = €, fo =0
r, = % TR, T;=1T;— “w v (£ k), ryg=r+ d%”’k Pivot: z. ein, xj aus, ai. > 0

e Invariante 1: Die Matrix L = (¢;);eg € R™*™ (Zeilen £;) ist invertierbar.
Gilt zu Beginn: L = 1.
Pivotschritt: Zeile £;, mit C_%ke skalieren (wird f’e), Vielfache davon zu den anderen Zeilen addieren.
Zeilenoperationen wie bei Gauss; diese erhalten den Rang.
— Das Minimum im lexikographischen Quotiententest ist eindeutig:
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Terminierung der lexikographischen Methode

Theorem

Mit lexikographischem Quotiententest terminiert Simplex (ab einem zulassigen Dictionary).

r, = (Ez | fl) 1€ B), = (5 | fo) Zu Beginn: & = €, fo =0
r, = % TR, T;=1T;— “w v (£ k), ryg=r+ d%rk Pivot: z. ein, xj aus, ai. > 0

e Invariante 1: Die Matrix L = (¢;);eg € R™*™ (Zeilen £;) ist invertierbar.
Gilt zu Beginn: L = 1.
Pivotschritt: Zeile £;, mit a—te skalieren (wird K’e), Vielfache davon zu den anderen Zeilen addieren.
Zeilenoperationen wie bei Gauss; diese erhalten den Rang.
— Das Minimum im Iexikographischen Quotiententest ist eindeutig:

aus (%ri = 1 a, T firi # 7 wiirde = E 1, £; folgen; dann waren £;, £; linear abhangig!
ie Qjre
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Terminierung der lexikographischen Methode (2)

Lexikographischer Quotiententest:

T tritt aus mit

Sa¢ ;a2 Technische

2 Universitit
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T < C_% 75 fir alle anderen 7 mit a;e > 0 (eindeutig nach Invariante 1).
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Terminierung der lexikographischen Methode (2)

Lexikographischer Quotiententest:

T tritt aus mit

1
Qe

T < C_% 75 fir alle anderen 7 mit a;e > 0 (eindeutig nach Invariante 1).

Invariante 2: Alle 7; = (b; | £;), i € BB, sind lexikographisch positiv.
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Terminierung der lexikographischen Methode (2)

Lexikographischer Quotiententest:

T tritt aus mit 1 rE < C_% r; fur alle anderen ¢ mit a;. > 0 (eindeutig nach Invariante 1).

Qke
Invariante 2: Alle 7; = (b; | £;), i € BB, sind lexikographisch positiv.
Anfangs 7; = (b; | €;) > 0, da b; > 0 (zulassig) und e; > 0.
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SRR

v i

% Universitit - — - - —
3‘& 'Y Braunschweig Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik

18



Terminierung der lexikographischen Methode (2)

Lexikographischer Quotiententest:

T tritt aus mit ai

Invariante 2: Alle 7; = (b; | £;), i € BB, sind lexikographisch positiv.
Anfangs 7; = (b; | €;) > 0, da b; > 0 (zulassig) und e; > 0.

Pivotschritt: x, tritt ein, x;, tritt aus (ag, > 0):

Sa¢ ;a2 Technische

2 Universitit

T < C_% 75 fir alle anderen 7 mit a;e > 0 (eindeutig nach Invariante 1).
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Terminierung der lexikographischen Methode (2)

Lexikographischer Quotiententest:

T tritt aus mit ai

Invariante 2: Alle 7; = (b; | £;), i € BB, sind lexikographisch positiv.
Anfangs 7; = (b; | €;) > 0, da b; > 0 (zulassig) und e; > 0.

Pivotschritt: x, tritt ein, x;, tritt aus (ag, > 0):

 neue Zeilee: r, = %rk — 0
e

Sa¢ ;a2 Technische

2 Universitit

T < C_% 75 fir alle anderen 7 mit a;e > 0 (eindeutig nach Invariante 1).
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Terminierung der lexikographischen Methode (2)

Lexikographischer Quotiententest:

T tritt aus mit ai

Invariante 2: Alle 7; = (b; | £;), i € BB, sind lexikographisch positiv.
Anfangs 7; = (b; | €;) > 0, da b; > 0 (zulassig) und e; > 0.

Pivotschritt: x, tritt ein, x;, tritt aus (ag, > 0):
e neueZeilee: r = 1y = 0
Ake

o e <0 'rg =7r;, + ’C_la—liejrk > 0 (Summe lexikographisch positiver Vektoren)

3% Technische

2 Universitit

T < C_% 75 fir alle anderen 7 mit a;e > 0 (eindeutig nach Invariante 1).
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Terminierung der lexikographischen Methode (2)

Lexikographischer Quotiententest:

T tritt aus mit di rE < c—% r; fur alle anderen ¢ mit a;. > 0 (eindeutig nach Invariante 1).

Invariante 2: Alle 7; = (b; | £;), i € BB, sind lexikographisch positiv.
Anfangs 7; = (b; | €;) > 0, da b; > 0 (zulassig) und e; > 0.

Pivotschritt: x, tritt ein, x;, tritt aus (ag, > 0):

 neue Zeilee: r, = %rk — 0
e

e ;e <0: 'rg =7r;, + ’C_la—frk > 0 (Summe lexikographisch positiver Vektoren)
e a; >0 7“2 = &ie(%ri — %rk) > 0, da %rk das einzige lexikographische Minimum ist
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Terminierung der lexikographischen Methode (3)

e Zielfunktion: "“0 =179 —|— =Tk > T0, dace. > 0,ag. > 0undri > 0.
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Terminierung der lexikographischen Methode (3)

e Zielfunktion: 'r(’) =19+ C%e re > 19, dace > 0, age > 0und rg > 0.

« Der Vektor 7o = (C | £) wichst also in jedem Schritt lexikographisch, auch in degenerierten.
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Terminierung der lexikographischen Methode (3)

e Zielfunktion: "“0 =17 —|— =Tk > T0, dace. > 0,ag. > 0undri > 0.

e Der Vektor rg = (( | 4o) Wachst also in jedem Schritt lexikographisch, auch in degenerierten.

« Genau wie die a;;, Cj, l_)z- ist 7o durch die Basis B eindeutig bestimmt.
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Terminierung der lexikographischen Methode (3)

Zielfunktion: "“0 =17 —|— =Tk > T0, dace. > 0,ag. > 0undri > 0.

Der Vektor g = (¢ | o) Wachst also in jedem Schritt lexikographisch, auch in degenerierten.

Genau wie die a;;, C;, l_)z- ist 7o durch die Basis B eindeutig bestimmt.

Also kommt keine Basis zweimal vor = hochstens (";;m) Pivotschritte. []
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Terminierung der lexikographischen Methode (3)

Zielfunktion: To =179 —|— =Tk = To, dace. > 0,ag. > 0undri > 0.

Der Vektor g = (¢ | o) wachst also in jedem Schritt lexikographisch, auch in degenerierten.

Genau wie die a;;, C;, l_)z- ist 7o durch die Basis B eindeutig bestimmt.

Also kommt keine Basis zweimal vor = hochstens ("‘;m) Pivotschritte. []

Bemerkung: Start und Phase /Il

Die Konstruktion braucht nur ein zulgssiges Startdictionary: Im Zweiphasensimplex setzt man ¢; = e;,
£y = 0 nach dem ersten Pivotschritt mit 2y und erneut zu Beginn von Phase |II.
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Terminierung der lexikographischen Methode (3)

Zielfunktion: "“0 =179 —|— =Tk = To, dace. > 0,ag. > 0undri > 0.

Der Vektor g = (¢ | o) wachst also in jedem Schritt lexikographisch, auch in degenerierten.

Genau wie die a;;, C;, l_)z- ist 7o durch die Basis B eindeutig bestimmt.

Also kommt keine Basis zweimal vor = hochstens ("‘;m) Pivotschritte. []

Bemerkung: Start und Phase /Il

Die Konstruktion braucht nur ein zulgssiges Startdictionary: Im Zweiphasensimplex setzt man ¢; = e;,
£y = 0 nach dem ersten Pivotschritt mit 2y und erneut zu Beginn von Phase |II.

Bemerkung: Lazyness

Man kann die £; an jedem beliebigen zulassigen Dictionary einfiihren, z.B. sobald man mogliches Zykeln

entdeckt hat. In der Praxis ist stalling (viele degenerierte Pivots ohne echtes Zykeln) haufig ein grolieres
Problem.
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Bemerkung: symbolische Perturbation (Stérung)

o Lies ¢; als Koeffizienten neuer Symbole: b; + 4161 + - - - + LiméEm
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Bemerkung: symbolische Perturbation (Stérung)

o Lies ¢; als Koeffizienten neuer Symbole: b; + 4161 + - - - + LiméEm
o Das ist Simplex auf dem gestérten LP mit rechter Seite b; + ¢;, wobei 0 < ¢,, € -+ - K 1 K 1
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Bemerkung: symbolische Perturbation (Stérung)

o Lies ¢; als Koeffizienten neuer Symbole: b; + 4161 + - - - + LiméEm
o Das ist Simplex auf dem gestérten LP mit rechter Seite b; + ¢;, wobei 0 < ¢,, € -+ - K 1 K 1
e ,K"heildt: Bz + Zt zitat >0 & (l_)Z ‘ Ez) >0
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Bemerkung: symbolische Perturbation (Stérung)

o Lies ¢; als Koeffizienten neuer Symbole: b; + 4161 + - - - + LiméEm

o Das ist Simplex auf dem gestérten LP mit rechter Seite b; + ¢;, wobei 0 < ¢,, € -+ - K 1 K 1
o < heilt:b;+ >, liues >0 < (b; | 4;) =0

e Invariante 2 sagt dann: Kein gestortes Dictionary ist degeneriert.

Daher heil3t die Methode auch Perturbationsmethode.

C =0 +2e9 — 2wy + x5 — 3xy4
w; = 0 +&1 —& + ws + 31132 + %$3 — %334
1 =0 +2¢9 — 2wy + 2z2 + T3 — T4
wy = 1 —2e9 +€3 4+ 2wy — 29 — X3 + X4
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

0
¢ = Ty — 2@ — 2x4 2 ()
1 7 z ()
w; = 0 — 521 + 3% + 223 — 4wy zs ()
Wy = —§£B1+ J)2+§£B3—§$4 7 ()
w; @
ws (@

0

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.

2 Technische

2 Universitit
¥ Braunschweig Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik

21



Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

0

¢ = T1 — 2T — 2x4 z ()
X

wl—O—%w1+§m2—|—2a}3—4w4 ng
w2:0—§:c1+ J)2+§£B3—§$4 zs (]
wy — 1 — L1 o @
() @
a1 tritt in die Basis ein, w tritt aus w3 ]

0

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

1
¢ = — 2w + dzy + 4x3 — 10x4 2 (@
Io C]
r1 = 0 — 2wy, + Txg + 4x3 — 814 25 O
wy =0 + w — 3z — 3z3 + Izy (]
w3 = + 2wy — Txy — 43 + 81y Z: :8
ws [ (@

¢ o0 o0

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

1

¢ = — 2w + 5y + 4x3 — 1024 n @
1 = 0 — 2wy + Txg + 423 — 8y :
wy = 0 + ’wl—%mg—%ﬂfg—i— %334 Z4

)

)

)

w3 = 1 4+ 2wy — Txyg — 43 + 8xy o :%
-

o tritt in die Basis ein, w» tritt aus w3

¢ o0 o0

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

2
( = — 2wy + x3 — x4 £ 10
. 4 14 1 9 T2 @
1 =0 + ;w1 — Twy — $T3 + %4 25 O
2
9o = 0 FW1 — FW2 5L3 + 54 Z4 O
4 14 1 v @ ()
w3 =1 — fw; + Tws + 523 — T
3 5 &1 5 W2 53 54 wy ..D
w; @
¢ 0 0 0

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

2
( = — 2wy + x3 — 314 £ 10
. 4 14 T 9 T2 @
1 = 0 + ;w1 — Twy — |53+ %4 25 O
2 2 3
ro = 0 + FW1 — FW2 — 53 + 54 Z4 O
4 14 1 9 w; @@ ()
wy =1 — 2wy + Twy + 23 — =
3 5 &1 5 W2 53 54 wy ..D
x3 tritt in die Basis ein, a1 tritt aus w; 0@
¢ 0 0 0

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

3

¢ = 4dw; — 16ws — 51 + 624 1 mEwm()
-
r3 = 0 4+ 4dw; — 14wy — by + x4 : g
r9o = 0 — 2wy + 8wy + 3x; — 4xy T4 )
[ ]
ws = 1 - o - - 8
w; D@

¢ 0 0 0 0

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

3

C = 4w, — 16wy — dxy + 614 z BEwe()
-

r3 = 0 + 4dw; — 14wy — dx; + 9x4 : g

x9 = 0 — 2w; + 8wy + 3x; — Yxy T4 O

_ w; )

wy — 1 — I w, W D

x4 tritt in die Basis ein, x4 tritt aus w; .

¢ 0 0 0 0

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

4

1 3
¢ = wy — 4wy — 5T — 5T . mea O
r3 = 0 — jw1 + 4wy + 721 — 3T2 25 )
1 1
ry = 0 — qW1 + 2wy + %331 — 1T2 T4 )
we — 1 g w8 )
3 1 wy 0 D )

w; (DS
¢ 0 0 0 0 O

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

4

C = w1 — 4’11)2 — %371 — g.’l}z 1 . e C]
x

3 = 0 — %w1+4w2—|—£w1—%w2 wz -:%

xy = 0 — %wl + 2wy + %331 — %J)z T4 )

wy — 1 — X1 i D

wy 0 00 )

w tritt in die Basis ein, x3 tritt aus v; HEED@

¢ 0 0 0 0 O

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

5

¢ = — 2x3 + 4wy + 3x; — 6x9 2z | OJ
T me ()

w; = 0 _2x3+8w2+§w1—%w2 xz me()

zy = 0 4+ 3 — 2wy — x1 + 229 T4 L)
w8

wy =1 - w:.. g

wv; HEBEEED
¢ o0 0 0 0 0 O

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

5

C = — 2.’1’53 + 4’11]2 -+ 3£L'1 — 6332 z1 X | C]
x2 [ N ()

w; = 0 — 2x3 + 8wy + %a:l — %sz 24 mEm0)
ry = 0 4+ x3 — 2wy — | 21| + 229 T4 - ®
_ w @ @

w3 — 1 1 v, §B W8 D
x1 tritt in die Basis ein, x4 tritt aus v BEEEE@

¢ o0 0 0 0 0 O

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen x; mit c; > 0 die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

6

¢ = x3 — 2wy — x4 1 .. @

T2 [ N D

w; = 0 +%$3+ ’wz—ngx-l-ng 25 1 e

r1 =0 4+ x3 — 2wy — x4 + 2 T4 mEwm()
w; -

w3 =1 — x3 + 2wy + x4 — 2x9 w:.. g

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen T mit Ej > () die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

6

¢ = T3 — 2ws — x4 1 .. @

7 5 z2 - O

w1:0—|—%w3—|— Wy — 5%4 + 5T 25 1 e
1 = 0 + x3 — 2wy — x4 + 229 T4 BEwm0)
. w W L O

w3y = 1 T3l + 2wy + x4 2x9 v, B W O)
x5 tritt in die Basis ein, ws tritt aus v IEEEE0@

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen x; mit c; > 0 die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

7

C =1 — ws — 2x4 — 2x9 1 . e - @

3 3 1 T2 - . )

w = 5 — jWws + 4’(1)2 — 2$4 — 3T2 4 .. @
r, = 1 — w3 T4 - . )
w B X 1)

r3 = 1 — w3 + 2wy + x4 — 2x9 v, BB O)

wv; HEEEEEE()
¢ o 0 0 0O O O 0 1

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Regel von Bland

Theorem (Bland, 1977)

Wahlt man als eintretende Variable unter allen x; mit c; > 0 die mit kleinstem Index und bei Gleichstand
im Quotiententest ebenfalls die mit kleinstem Index, so zykelt der Simplex-Algorithmus nicht.

7
(=1 — ws — 2x4 — 2@ - . 1)
3 1 22 - O
w, = % — ;W3 + 4wy — 24 — 522 4 .. @
r, = 1 — W3 T4 - . )
w; B X IO

=1 — 2 — 2

T3 w3 + 2we + x4 T9 _—— O
alle Koeffizienten in ( sind < 0 = optimal v HEEEEEE )

¢ o 0 0 0O O O 0 1

(Beweis z. B. Vanderbei, Kap. 3 oder Chvatal, Kap. 3.) Einfach umzusetzen, aber oft viele Iterationen.
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Mit geeigneter Pivotregel (lexikographisch, Bland):
Simplex-Algorithmus terminiert immer!
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Phew!

Mit geeigneter Pivotregel (lexikographisch, Bland):
Simplex-Algorithmus terminiert immer!

Mogliche Ergebnisse nach Terminierung:
unzulassig, optimale Basislosung oder unbeschrankt.
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Fundamentalsatz — jetzt algorithmisch

Theorem (Fundamentalsatz der linearen Optimierung)
Fur jedes LP in Standardform gilt:

1. Hat es keine optimale Losung, so ist es unzulassig oder unbeschrankt.
2. Hat es eine zulassige Losung, so hat es eine zulassige Basislosung.

3. Hat es eine optimale Losung, so hat es eine optimale Basislosung.
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Fundamentalsatz — jetzt algorithmisch

Theorem (Fundamentalsatz der linearen Optimierung)
Fur jedes LP in Standardform gilt:

1. Hat es keine optimale Losung, so ist es unzulassig oder unbeschrankt.
2. Hat es eine zulassige Losung, so hat es eine zulassige Basislosung.

3. Hat es eine optimale Losung, so hat es eine optimale Basislosung.

Beweis: Zweiphasensimplex mit lexikographischer Methode terminiert.
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Fundamentalsatz — jetzt algorithmisch

Theorem (Fundamentalsatz der linearen Optimierung)
Fur jedes LP in Standardform gilt:

1. Hat es keine optimale Losung, so ist es unzulassig oder unbeschrankt.
2. Hat es eine zulassige Losung, so hat es eine zulassige Basislosung.

3. Hat es eine optimale Losung, so hat es eine optimale Basislosung.

Beweis: Zweiphasensimplex mit lexikographischer Methode terminiert.

o Phase | endet mit £* < 0 (unzulassig) oder £* = 0 und einer zulassigen Basislésung: 2. erledigt.
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Fundamentalsatz — jetzt algorithmisch

Theorem (Fundamentalsatz der linearen Optimierung)
Fur jedes LP in Standardform gilt:

1. Hat es keine optimale Losung, so ist es unzulassig oder unbeschrankt.
2. Hat es eine zulassige Losung, so hat es eine zulassige Basislosung.

3. Hat es eine optimale Losung, so hat es eine optimale Basislosung.

Beweis: Zweiphasensimplex mit lexikographischer Methode terminiert.

o Phase | endet mit £* < 0 (unzulassig) oder £* = 0 und einer zulassigen Basislésung: 2. erledigt.

o Ggf. mussen wir xg per degeneriertem Pivot aus der Basis entfernen, damit die Basis nicht & enthalt.
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Fundamentalsatz — jetzt algorithmisch

Theorem (Fundamentalsatz der linearen Optimierung)
Fur jedes LP in Standardform gilt:

1. Hat es keine optimale Losung, so ist es unzulassig oder unbeschrankt.
2. Hat es eine zulassige Losung, so hat es eine zulassige Basislosung.

3. Hat es eine optimale Losung, so hat es eine optimale Basislosung.

Beweis: Zweiphasensimplex mit lexikographischer Methode terminiert.

o Phase | endet mit £* < 0 (unzulassig) oder £* = 0 und einer zulassigen Basislésung: 2. erledigt.

o Ggf. mussen wir xg per degeneriertem Pivot aus der Basis entfernen, damit die Basis nicht & enthalt.

o Phase Il endet mit ,unbeschrankt® oder einer optimalen Basislosung: 1. und 3. erledigt.
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Fundamentalsatz — jetzt algorithmisch

Theorem (Fundamentalsatz der linearen Optimierung)
Fur jedes LP in Standardform gilt:

1. Hat es keine optimale Losung, so ist es unzulassig oder unbeschrankt.
2. Hat es eine zulassige Losung, so hat es eine zulassige Basislosung.

3. Hat es eine optimale Losung, so hat es eine optimale Basislosung.

Beweis: Zweiphasensimplex mit lexikographischer Methode terminiert.

Phase | endet mit £* < 0 (unzuléssig) oder £* = 0 und einer zuldssigen Basislésung: 2. erledigt.

Phase Il endet mit ,unbeschrankt® oder einer optimalen Basislosung: 1. und 3. erledigt.
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Mit ,Basislosungen = Ecken® ist das der Fundamentalsatz aus Kapitel 1 mit algorithmischem Beweis.
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Pivotregeln

Grofter Koeffizient (Dantzig)  eintretend: groRtes c; moglich einfach, in der Praxis meist gut

GroRter Zuwachs eintretend: gréfte Verbesserung von ¢ maoglich Quotiententest fur jede Spalte — teuer pro Iteration
Bland kleinster Index (ein- und austretend) nein oft viele Iterationen

Lexikographisch austretend: lexikographischer Quotiententest nein beliebige Regel fiir die eintretende Variable
Zufallig zuféllig unter allen ¢; > 0 (und im Quotiententest)  fast sicher nicht  Bland-Schritte haben stets Wkeit > 0
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Pivotregeln

Grofter Koeffizient (Dantzig)  eintretend: groRtes c; moglich einfach, in der Praxis meist gut

GroRter Zuwachs eintretend: gréfte Verbesserung von ¢ maoglich Quotiententest fur jede Spalte — teuer pro Iteration
Bland kleinster Index (ein- und austretend) nein oft viele Iterationen

Lexikographisch austretend: lexikographischer Quotiententest nein beliebige Regel fiir die eintretende Variable
Zufallig zuféllig unter allen ¢; > 0 (und im Quotiententest)  fast sicher nicht  Bland-Schritte haben stets Wkeit > 0

Die Regel beeinflusst Terminierung und Laufzeit. Wie viele Pivotschritte sind es im schlimmsten Fall?
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Laufzeit des Simplex-Algorithmus
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Laufzeit des Simplex-Algorithmus

o GrofBen: n Variablen, m Nebenbedingungen, Anzahl der Nicht-Null-Koeffizienten.
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Laufzeit des Simplex-Algorithmus

o GrofBen: n Variablen, m Nebenbedingungen, Anzahl der Nicht-Null-Koeffizienten.

e Faustregel: je mehr Nullen, desto schneller; spater mehr dazu.
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Laufzeit des Simplex-Algorithmus

o GrofBen: n Variablen, m Nebenbedingungen, Anzahl der Nicht-Null-Koeffizienten.
e Faustregel: je mehr Nullen, desto schneller; spater mehr dazu.

e Der Worst Case hangt aber vor allem von . und m ab.

2 Technische

£ Universitit
¥ Braunschweig Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik

26



£ Universitit
¥ Braunschweig Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik

Laufzeit des Simplex-Algorithmus

GroRen: n Variablen, m Nebenbedingungen, Anzahl der Nicht-Null-Koeffizienten.
Faustregel: je mehr Nullen, desto schneller; spater mehr dazu.
Der Worst Case hangt aber vor allem von n und m ab.

Laufzeit: Tgesamt = NEerationen * LTteration
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Laufzeit des Simplex-Algorithmus

GroRen: n Variablen, m Nebenbedingungen, Anzahl der Nicht-Null-Koeffizienten.
Faustregel: je mehr Nullen, desto schneller; spater mehr dazu.

Der Worst Case hangt aber vor allem von n und m ab.

Laufzeit: Tgesamt = Niterationen * Llteration

Eine Iteration: Hausaufgabe!
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Laufzeit des Simplex-Algorithmus

GroRen: n Variablen, m Nebenbedingungen, Anzahl der Nicht-Null-Koeffizienten.
Faustregel: je mehr Nullen, desto schneller; spater mehr dazu.

Der Worst Case hangt aber vor allem von n und m ab.

Laufzeit: Tgesamt = Niterationen * Llteration

Eine Iteration: Hausaufgabe!

Anzahl Iterationen: Ohne Zykeln kommt keine Basis doppelt vor; es gibt hochstens (”;;m) Basen.
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Laufzeit des Simplex-Algorithmus

GroRen: n Variablen, m Nebenbedingungen, Anzahl der Nicht-Null-Koeffizienten.

Faustregel: je mehr Nullen, desto schneller; spater mehr dazu.

Der Worst Case hangt aber vor allem von n und m ab.

Laufzeit: Tgesamt = Niterationen * Llteration

Eine Iteration: Hausaufgabe!

Anzahl Iterationen: Ohne Zykeln kommt keine Basis doppelt vor; es gibt hochstens (”;;m) Basen.

2n 4" .
~ —_ |
) — exponentlell.

Farn = m: (
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WE HAVE TO VISIT THEM ALLIEEEE

ANIEIIIT JUST O(#corners) - ALL!
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WE HAVE TO VISIT THEM AL

ANIEI(IT JUST O(#corners) - ALL!
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Klee-Minty-Waurfel: die Idee

n=1 n=2 n=3

Xo X3

o x

X4

o W

Prisma iber dem Wiirfel der Dimension n. — 1: Boden = alter Weg, dann x,, erhdhen, Deckel = alter Weg riickwarts. Zahlen: C in der Ecke.
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Klee-Minty-Wurfel: die |dee

n=1 n=2 n=3

Xo X3

® 0 -

X4

N

® Q0 - -

Prisma iber dem Wiirfel der Dimension n. — 1: Boden = alter Weg, dann x,, erhdhen, Deckel = alter Weg riickwarts. Zahlen: C in der Ecke.
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Klee-Minty-Wurfel: die |dee

n=1 n=2 n=3

Xo X3

X4

N

® VO

Prisma iber dem Wiirfel der Dimension n. — 1: Boden = alter Weg, dann x,, erhdhen, Deckel = alter Weg riickwarts. Zahlen: C in der Ecke.
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Klee-Minty-Wurfel: die |dee

n=1 n=2 n=3

Xo X3

X4

N

® VO

Prisma iber dem Wiirfel der Dimension n. — 1: Boden = alter Weg, dann x,, erhdhen, Deckel = alter Weg riickwarts. Zahlen: C in der Ecke.
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Prisma iber dem Wiirfel der Dimension n. — 1: Boden = alter Weg, dann x,, erhdhen, Deckel = alter Weg riickwarts. Zahlen: C in der Ecke.
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Klee-Minty-Wurfel: die |dee
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Prisma iber dem Wiirfel der Dimension n. — 1: Boden = alter Weg, dann x,, erhdhen, Deckel = alter Weg riickwarts. Zahlen: C in der Ecke.
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Klee-Minty-Wurfel: die |dee

n=1 n=2 n=3

Xo X3

® VO

Prisma iber dem Wiirfel der Dimension n. — 1: Boden = alter Weg, dann x,, erhdhen, Deckel = alter Weg riickwarts. Zahlen: C in der Ecke.
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Klee-Minty-Wurfel: die |dee
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® VO

Prisma iber dem Wiirfel der Dimension n. — 1: Boden = alter Weg, dann x,, erhdhen, Deckel = alter Weg riickwarts. Zahlen: C in der Ecke.
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Klee-Minty-Waurfel: das LP

Sei 8 > 4 (z. B. B = b5; bei Vanderbei § = 100):

n 1—1
max Cn = Z 2n_]£l?J s.t. Z 2i_j+1il?j + x; < Bi_l (’L
Jj=1 j=1
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Klee-Minty-Waurfel: das LP

Sei 8 > 4 (z. B. B = b5; bei Vanderbei § = 100):

n i—1
max (, = 22"_%]- s.t. Z2i_j+1:cj +z; < B (i=1,...,n), x>0
j=1 j=1

e n=23,08=>5 max 4x; +2xy + x3 st. 1 <1, 4x; + 29 <5, 8x1 + 4wy + 23 < 25
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Klee-Minty-Waurfel: das LP

Sei 8 > 4 (z. B. B = b5; bei Vanderbei § = 100):

n i—1
max (, = 22"_%]- s.t. Z2i_j+1:cj +z; < B (i=1,...,n), x>0
j=1 j=1

e n=23,08=>5 max 4x; +2xy + x3 st. 1 <1, 4x; + 29 <5, 8x1 + 4wy + 23 < 25
e Insbesondere: 0 < x; < 1,0 < x5y < 5,0 < 23 < 25 (verzerrter Wiirfel)
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Klee-Minty-Waurfel: das LP

Sei 8 > 4 (z. B. B = b5; bei Vanderbei § = 100):

n i—1
max (, = 22”_%]- s.t. Z2i_j+1:cj +z; < B (i=1,...,n), x>0
j=1 j=1

e n=23,08=>5 max 4x; +2xy + x3 st. 1 <1, 4x; + 29 <5, 8x1 + 4wy + 23 < 25
e Insbesondere: 0 < x; < 1,0 < x5y < 5,0 < 23 < 25 (verzerrter Wiirfel)

o Rekursiv: (;;, = 2(,_1 + x,, und die letzte Nebenbedingung ist 4(;, 1 + T, < ﬁ”_l.
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Klee-Minty-Waurfel: das LP

Sei 8 > 4 (z. B. 8 = b; bei Vanderbei 8 = 100):

n i—1
max (, = 22”_%]- s.t. Z2i_j+1wj +z; < B (i=1,...,n), x>0
j=1 j=1

n=3,0=5 max 4x; +2x5 + x5 st. x; <1, 4x; + 29 <5, 8x; +4xy+ x3 <25
Insbesondere: 0 < 1 < 1,0 < x5y < 5,0 < 23 < 25 (verzerrter Wiirfel)
Rekursiv: (, = 2(;,_1 + T, und die letzte Nebenbedingung ist 4(,,_1 + x, < ﬁ”_l.

Boden (z,, = 0): (,, = 2(,,_1 — dasselbe Problem wie in Dimension n — 1.

a,}i a2 Technische

2 Universitit

'Y Braunschweig Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik

30



Klee-Minty-Waurfel: das LP

Sei 8 > 4 (z. B. 8 = b; bei Vanderbei 8 = 100):

n i—1
max (, = 22”_%]- s.t. Z2i_j+1wj +z; < B (i=1,...,n), x>0
j=1 j=1

n=3,0=5 max 4x; +2x5 + x5 st. x; <1, 4x; + 29 <5, 8x; +4xy+ x3 <25
Insbesondere: 0 < 1 < 1,0 < x5y < 5,0 < 23 < 25 (verzerrter Wiirfel)

Rekursiv: (, = 2(;,_1 + T, und die letzte Nebenbedingung ist 4(,,_1 + x, < B”_l.
Boden (z,, = 0): (,, = 2(,,_1 — dasselbe Problem wie in Dimension n — 1.

Deckel (w, = 0): z, = 8" ! — 4(,_1, also {, = B" ! — 2(,,_1 — Zielfunktion gespiegelt!
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Klee-Minty-Waurfel: das LP

Sei 8 > 4 (z. B. 8 = b; bei Vanderbei 8 = 100):

n i—1
max (, = Z2”‘j:cj s.t. Z2i_j+1wj +z; < B (i=1,...,n), x>0
j=1 j=1

n=3,0=5 max 4x; +2x5 + x5 st. x; <1, 4x; + 29 <5, 8x; +4xy+ x3 <25
Insbesondere: 0 < 1 < 1,0 < x5y < 5,0 < 23 < 25 (verzerrter Wiirfel)

Rekursiv: (, = 2(;,_1 + T, und die letzte Nebenbedingung ist 4(,,_1 + x, < ﬁ”_l.
Boden (z,, = 0): (,, = 2(,,_1 — dasselbe Problem wie in Dimension n — 1.

Deckel (w, = 0): z, = 8" ! — 4(,_1, also {, = B" ! — 2(,,_1 — Zielfunktion gespiegelt!
B > 4: Mit (,—1 < B™ % ist jede Ecke oben besser als jede unten: 871 — 23772 > 2372,
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Klee-Minty-Waurfel: das LP

Sei 8 > 4 (z. B. 8 = b; bei Vanderbei 8 = 100):

n i—1
max (, = Z2”‘j:cj s.t. Z2i_j+1wj +z; < B (i=1,...,n), x>0
j=1 j=1

n=3,0=5 max 4x; +2x5 + x5 st. x; <1, 4x; + 29 <5, 8x; +4xy+ x3 <25
Insbesondere: 0 < 1 < 1,0 < x5y < 5,0 < 23 < 25 (verzerrter Wiirfel)

Rekursiv: (, = 2(;,_1 + T, und die letzte Nebenbedingung ist 4(,,_1 + x, < B”_l.

Boden (z,, = 0): (,, = 2(,,_1 — dasselbe Problem wie in Dimension n — 1.

Deckel (w, = 0): z, = 8" ! — 4(,_1, also {, = B" ! — 2(,,_1 — Zielfunktion gespiegelt!

B > 4: Mit (,—1 < B™ % ist jede Ecke oben besser als jede unten: 871 — 23772 > 2372,

Beste Basis: B = {xy, w1, ..., Wn_1}
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ = 8r1 + 4xo + 2x3 + 24
wp = 1 — L1
wy = 5 — 4y — x4
w3 = 25 — 8x1 — 4x0 — I3

wy = 125 — 16x; — 8xy — 4x3 — T4

z ()
z ()
z (O
O
0

T4

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ = 8 — 8w + 4w + 223 + 24
Ty = 1 — w1

Wy = 1 4+ 4w — =

w3 = 17 + 8wi — 4z — 3

wy = 109 4+ 16w; — 8xy — 4x3 — x4

a1 tritt in die Basis ein, w tritt aus

T
T2
3
T4

¢ o

~-000@-

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ = 12 + 8wi — 4w + 223 + x4

1 = 1 — w1
w3 = 13 — 8wi + 4w — x3

wy = 101 — 16w; + 8wy — 4z — x4

a9 tritt in die Basis ein, wy tritt aus

2
T -@
To @
23 O
Z4 ()
0 8 12

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ =20 — 8z1 — 4wz + 223 + 4

w, = 1 — @

Ty = 5 — 4z — wo

w3 = 5 4+ 81 + 4w2 — x3

wy = 85 + 16x; + 8wy — 4x3 — x4
w1 tritt in die Basis ein, x tritt aus

3

T me( )

) - @
3 )
T4 Q)

¢ 0 8 12 20

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ =30 + 8x1 + 4wy — 2ws + x4

w = 1 — =

Ty = 5 — 4z — wo

r3 = b + 8r1 + 4dws — w3

wy = 65 — 16x; — 8wy + 4dws — x4
Iy tritt in die Basis ein, ws tritt aus

4

T -; B ()

T2 (X JO
T3 ]
T4 O

¢ 0 8 12 20 30

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ = 38 — 8wi + 4wy — 2ws + x4

Ty = 1 — w1
r3 = 13 — 8wi + 4w — w3

wy = 49 + 16w; — 8wy + 4dws — x4

a1 tritt in die Basis ein, w tritt aus

5

T -; B @
e X X 1)
x3 -
Z4 ()

¢ 0 8 12 20 30 38

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

( = 42 4+ 8wy — 4xy — 2ws + x4
T = 1 — w1

Wy = 1 4w1 — X9

+
3 17 + 8wi — 4xs — ws
wy = 41 — 16w; + 8xy + 4dws — x4

wo tritt in die Basis ein, x- tritt aus

6
x1 N - @
e (T I I I
3 CJJC )
Z4 ()

¢ 0 8 12 20 30 38 42

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ =50 — 8x1 — 4x2 — 2w3 + x4

w, = 1 — L1
wy = 5 — 41 — o9
r3 = 25 — 8x1 — 410 — w3

wy = 25 4+ 16x; + 89 + 4wz — x4

w1 tritt in die Basis ein, x tritt aus

7

z1 N mem()
T2 eaEEes ()
x3 L X X 1)
T4 ()

E 0 8 12 20 30 38 42 50

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

( =175 4+ 8x1 + 4xs + 2ws — w4

w = 1 — L1
wy = 5 — 41 — T
r3 = 25 — 8x1 — 4z — w3

ry = 25 4+ 16x; + 8z + 4wz — wy

x4 tritt in die Basis ein, wy tritt aus

8

x1 N e|Ee ()
e aEmEme O
x3 ( F X N IO
Z4 @

E 0 8 12 20 30 38 42 50 75

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ = 83 — 8wy + 4z2 + 2wz — ws
rn = 1 — w1

Wy — 1 4w1 — I9

4+

T3 17 + 8wi — 4z — w3

ry = 41 — 16w; + 8xy + 4wz — wy
a1 tritt in die Basis ein, w tritt aus

9

T - - . ]
T2 N N B @
3 X I X R IC)
z4 -

(_'_“ 0 8 12 20 30 38 42 50 75 83

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

( = 87 4+ 8wi — 4w + 2wz — w4

Ty = 1 — w1
r3 = 13 — 8wi + 4w — w3

ry = 49 + 16w; — 8wy + 4wz — wy

a9 tritt in die Basis ein, wy tritt aus

10

T - . - . - @
T2 N N N @
z3 ( F R R R K IO
x4 X ]

(_'_“ 0 8 12 20 30 38 42 50 75 83 87

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ =95 — 8z1 — 4wz + 2wz — ws

w = 1 — x

Ty = 5 — 4Ty — wo

z3 = 5 + 8r1 4 4dws — w3

ry = 65 — 16x; — 8wy + 4dws — wy
w1 tritt in die Basis ein, x tritt aus

11

x ;e -, . ;e )
T2 aEEe. -
3 I F I N 0 0 IO
T4 (I 0 IO

(_'_“ 0 8 12 20 30 38 42 50 75 83 87 95

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ = 105 + 8x1 + 4we — 2x3 — w4

wp = 1 — i
Ty = 5 — 4z, — ws
wy = 5 + 8x1 + 4w — w3

ry = 85 + 16x; + 8wy — 4x3 — Wy

wg tritt in die Basis ein, x3 tritt aus

12

T ;e - e ()
T2 aEeEe (N B )
3 I R R R N N N IO
T4 (N N R I

g_ 0 8 12 20 30 38 42 50 75 83 87 95 105

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

¢ =113 — 8w + 4wy — 233 — wy

1y = 1 — w1
w3 = 13 — 8wi + 4w — x3

ry = 101 — 16w; + 8wy — 4x3 — wy

a1 tritt in die Basis ein, w tritt aus

13

T -, . - -, . -
T aaeEe NN 1)
3 aeeeeeEes ()
4 (X N R N IO

C_ 0 8 12 20 30 38 42 50 75 83 87 95 105 113

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

C:117 —+ 8’w1—4:132—2.’133—w4

1 = 1 — w

wy = 1 + 4w; — x9

w3 = 17 + 8wi — 4x3 — x3

ry = 109 + 16w; — 8xy — 4x3 — Wy
wo tritt in die Basis ein, x- tritt aus

14

x -, . - - -
T aaeEe aEme)
3 N N N N B B B )
T4 I I I RN JO)

E 0 8 12 20 30 38 42 50 75 83 87 95 105 113 117

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

( =125 — 8x1 — 4xy — 223 — wy

wp = 1 — i
wy = 5 — 41 — x4
w3 = 25 — 8x1 — 40 — I3

ry = 125 — 16z — 8x9 — 43 — Wy
w1 tritt in die Basis ein, x tritt aus

15

z - -, . - B
T2 aEeE:e. eaEEees ()
3 N N N N N N N ) )
T4 (T I R 0 N R IO

g_ 0 8 12 20 30 38 42 50 75 83 87 95 105 113 117 125

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel in 4D

C:125 = 8&31—4&32—2%3—104

w, = 1 — i
wy = 5 — 41 — x4
w3 = 25 — 8xr1 — 4xs — x3

ry = 125 — 16z — 8x9 — 43 — Wy
alle Koeffizienten in ¢ sind < 0 = optimal

15

z - -, . - B
T2 aEeE:e. eaEEees ()
3 N N N N N N N ) )
T4 (T I R 0 N R IO

g_ 0 8 12 20 30 38 42 50 75 83 87 95 105 113 117 125

Regel des groften Koeffizienten, ein Pivotschritt pro Klick. Unten: welche x; in der Basis sind (blau) — ein Gray-Code, alle 24 = 16 Ecken.

Beobachtungen: stets entweder w; oder x; in Basis, Pivots nur zwischen w; und x;,
(-Koeffizienten bleiben (nur Variable und Vorzeichen wechseln)
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Klee-Minty-Waurfel: Laufzeit

Lemma (Klee, Minty 1972)

Mit der Regel des groten Koeffizienten braucht der Simplex-Algorithmus auf dem Klee-Minty-Wirfel
2" — 1 Pivotschritte und besucht alle 2" Ecken.
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Klee-Minty-Waurfel: Laufzeit

Lemma (Klee, Minty 1972)

Mit der Regel des groldten Koeffizienten braucht der Simplex-Algorithmus auf dem Klee-Minty-Wurfel
2" — 1 Pivotschritte und besucht alle 2" Ecken.

o Beweisidee (Induktion iiber n): Die Koeffizienten von 1, ..., x,_1 (bzw. wy, ..., w,_1)in (, sind dop-

pelt so groR wie in (,,_1, also mindestens 2; x,, hat Koeffizient 1.

1L,
oY e,

& B a
92| «a% Technische
SRR
v i

2 Universitit

'Y Braunschweig Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik

32



Klee-Minty-Waurfel: Laufzeit

Lemma (Klee, Minty 1972)

Mit der Regel des groldten Koeffizienten braucht der Simplex-Algorithmus auf dem Klee-Minty-Wurfel
2" — 1 Pivotschritte und besucht alle 2" Ecken.

o Beweisidee (Induktion iiber n): Die Koeffizienten von 1, ..., x,_1 (bzw. wy, ..., w,_1)in (, sind dop-
pelt so groR wie in (,,_1, also mindestens 2; x,, hat Koeffizient 1.

e Also tritt ,, erst ein, wenn unten nichts mehr geht: 2! — 1 Schritte auf dem Boden.
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Klee-Minty-Waurfel: Laufzeit

Lemma (Klee, Minty 1972)

Mit der Regel des groldten Koeffizienten braucht der Simplex-Algorithmus auf dem Klee-Minty-Wurfel
2" — 1 Pivotschritte und besucht alle 2" Ecken.

Beweisidee (Induktion iiber n): Die Koeffizienten von 1, ..., x,_1 (bzw. wy, ..., w,_1)in (, sind dop-
pelt so groR wie in (,,_1, also mindestens 2; x,, hat Koeffizient 1.
Also tritt 2,, erst ein, wenn unten nichts mehr geht: 2”1 — 1 Schritte auf dem Boden.

Ein Schritt nach oben (x,, tritt ein, w,, tritt aus).
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Klee-Minty-Waurfel: Laufzeit

Lemma (Klee, Minty 1972)

Mit der Regel des groldten Koeffizienten braucht der Simplex-Algorithmus auf dem Klee-Minty-Wurfel
2" — 1 Pivotschritte und besucht alle 2" Ecken.

Beweisidee (Induktion iiber n): Die Koeffizienten von 1, ..., x,_1 (bzw. wy, ..., w,_1)in (, sind dop-
pelt so groR wie in (,,_1, also mindestens 2; x,, hat Koeffizient 1.

Also tritt 2,, erst ein, wenn unten nichts mehr geht: 2”1 — 1 Schritte auf dem Boden.

Ein Schritt nach oben (x,, tritt ein, w,, tritt aus).

Oben ist die Zielfunktion gespiegelt: derselbe Weg rickwarts, 271 — 1 Schritte.
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Klee-Minty-Waurfel: Laufzeit

Lemma (Klee, Minty 1972)

Mit der Regel des groldten Koeffizienten braucht der Simplex-Algorithmus auf dem Klee-Minty-Wurfel
2" — 1 Pivotschritte und besucht alle 2" Ecken.

Beweisidee (Induktion iiber n): Die Koeffizienten von 1, ..., x,_1 (bzw. wy, ..., w,_1)in (, sind dop-

pelt so groR wie in (,,_1, also mindestens 2; x,, hat Koeffizient 1.

Also tritt 2,, erst ein, wenn unten nichts mehr geht: 2”1 — 1 Schritte auf dem Boden.

Ein Schritt nach oben (x,, tritt ein, w,, tritt aus).

Oben ist die Zielfunktion gespiegelt: derselbe Weg rickwarts, 271 — 1 Schritte.
Insgesamt 2(2"1 — 1) +1 =2" — 1.
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Simplex in der Praxis

o Mit der Regel des groliten Koeffizienten brauchen wir im schlimmsten Fall exponentiell viele Schritte.
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Simplex in der Praxis

o Mit der Regel des grofdten Koeffizienten brauchen wir im schlimmsten Fall exponentiell viele Schritte.

« Ahnliche Beispiele gibt es fiir viele andere Regeln (groRter Zuwachs, Bland, ...).
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Simplex in der Praxis

o Mit der Regel des grofdten Koeffizienten brauchen wir im schlimmsten Fall exponentiell viele Schritte.
« Ahnliche Beispiele gibt es fiir viele andere Regeln (groRter Zuwachs, Bland, ...).

o Offen: Gibt es eine Pivotregel mit polynomiell vielen Schritten?
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Simplex in der Praxis

Mit der Regel des groten Koeffizienten brauchen wir im schlimmsten Fall exponentiell viele Schritte.
Ahnliche Beispiele gibt es fiir viele andere Regeln (gréRter Zuwachs, Bland, ...).
Offen: Gibt es eine Pivotregel mit polynomiell vielen Schritten?

In der Praxis ist Simplex trotzdem sehr schnell: meist nur ein kleines Vielfaches von m lterationen.
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Simplex in der Praxis

o Mit der Regel des grofdten Koeffizienten brauchen wir im schlimmsten Fall exponentiell viele Schritte.

« Ahnliche Beispiele gibt es fiir viele andere Regeln (groRter Zuwachs, Bland, ...).

o Offen: Gibt es eine Pivotregel mit polynomiell vielen Schritten?

e In der Praxis ist Simplex trotzdem sehr schnell: meist nur ein kleines Vielfaches von m lterationen.
o Erklarungsversuch smoothed analysis (Spielman, Teng 2001):

Bei leicht zufallig gestorten Eingaben ist die erwartete Laufzeit polynomiell.
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Simplex in der Praxis

o Mit der Regel des grofdten Koeffizienten brauchen wir im schlimmsten Fall exponentiell viele Schritte.

« Ahnliche Beispiele gibt es fiir viele andere Regeln (groRter Zuwachs, Bland, ...).
o Offen: Gibt es eine Pivotregel mit polynomiell vielen Schritten?
e In der Praxis ist Simplex trotzdem sehr schnell: meist nur ein kleines Vielfaches von m lterationen.
o Erklarungsversuch smoothed analysis (Spielman, Teng 2001):
Bei leicht zufallig gestorten Eingaben ist die erwartete Laufzeit polynomiell.

e LPs sind trotzdem in Polynomialzeit I6sbar — mit anderen Verfahren (spater mehr)
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Experiment: Pivotregeln auf Zufalls-LPs

optimal unbeschrankt
6 — :
10 groRter Koeffizient —— grofter Koeffizient: T = 0.199 min(m, n)13°
Bla?é —— Bland: T = 0.051 min(m, n)>1®
10° Z”fz'l'g N —— zufallig: T = 0.222 min(m, n)*° .
grolster Zuwachs -

grolter Zuwachs: T = 0.030 min(m, n)*7®

groBter Koeffizient: T = 0.162 min(m, n)*®°
Bland: T = 0.050 min(m, n)%-28

[}
-:é 104 zufallig: T= 0.238 min(m, n)*7°
% groBter Zuwachs: T = 0.289 min(m, n)*4*
2 4
2 108
o
S
g 107
<

10"

10°

1 O1 1 02 1 01 1 02
min(m, n) min(m, n)

1000 Zufalls-LPs wie bei Vanderbei 4.5 (m, n € [10,1000] log-gleichverteilt), alle Regeln auf denselben Instanzen
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Zusammenfassung

Wichtige Begriffe: degeneriert, Zykeln, lexikographische Ordnung, Pivotregel, Klee-Minty-Wurfel
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Zusammenfassung

Wichtige Begriffe: degeneriert, Zykeln, lexikographische Ordnung, Pivotregel, Klee-Minty-Wurfel

o Degenerierte Pivots andern die Basis, aber nicht die Basislosung, und kénnen zum Zykeln fihren.
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Zusammenfassung

Wichtige Begriffe: degeneriert, Zykeln, lexikographische Ordnung, Pivotregel, Klee-Minty-Wurfel

o Degenerierte Pivots andern die Basis, aber nicht die Basislosung, und kénnen zum Zykeln fihren.

e Simplex terminiert nicht < Simplex zykelt.
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Zusammenfassung

Wichtige Begriffe: degeneriert, Zykeln, lexikographische Ordnung, Pivotregel, Klee-Minty-Wurfel

o Degenerierte Pivots andern die Basis, aber nicht die Basislosung, und kénnen zum Zykeln fihren.
e Simplex terminiert nicht < Simplex zykelt.

o Lexikographische Methode und Bland’s Pivotregel verhindern Zykeln.
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Zusammenfassung

Wichtige Begriffe: degeneriert, Zykeln, lexikographische Ordnung, Pivotregel, Klee-Minty-Wurfel

o Degenerierte Pivots andern die Basis, aber nicht die Basislosung, und kénnen zum Zykeln fihren.
e Simplex terminiert nicht < Simplex zykelt.
o Lexikographische Methode und Bland’s Pivotregel verhindern Zykeln.

e Daraus folgt der Fundamentalsatz algorithmisch.
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Zusammenfassung

Wichtige Begriffe: degeneriert, Zykeln, lexikographische Ordnung, Pivotregel, Klee-Minty-Wurfel

o Degenerierte Pivots andern die Basis, aber nicht die Basislosung, und kénnen zum Zykeln fihren.

e Simplex terminiert nicht << Simplex zykelt.
o Lexikographische Methode und Bland’s Pivotregel verhindern Zykeln.

e Daraus folgt der Fundamentalsatz algorithmisch.

e Eine lteration ist polynomiell, aber die Anzahl der lterationen kann exponentiell sein (Klee-Minty).
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Nachste Woche

e Jede zulassige Losung, die Simplex unterwegs findet, ist eine untere Schranke fur das Optimum.
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Nachste Woche

e Jede zulassige Losung, die Simplex unterwegs findet, ist eine untere Schranke fur das Optimum.

e Konnen wir auch obere Schranken bestimmen?
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Nachste Woche

e Jede zulassige Losung, die Simplex unterwegs findet, ist eine untere Schranke fur das Optimum.
e Kdnnen wir auch obere Schranken bestimmen?

e Konnen wir so beweisen, dass eine Losung optimal ist, ohne Simplex nachzurechnen?
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Nachste Woche

e Jede zulassige Losung, die Simplex unterwegs findet, ist eine untere Schranke fur das Optimum.

e Konnen wir auch obere Schranken bestimmen?

e Konnen wir so beweisen, dass eine Losung optimal ist, ohne Simplex nachzurechnen?
— Dualitat

2 Technische

2 Universitit

¥ Braunschweig Wintersemester 2026/27 - Dr. Phillip Keldenich Mathematische Methoden der Algorithmik

36



