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Letzte Woche
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(Dualer) Simplex in Matrixform

Primal Simplex Dual Simplex
Technischer Aufschrieb des Algorithmus.
Suppose z; > 0 Suppose zx, > 0
while (23, 7 0) { while (z; Z 0) {
Das lasst sich nun recht einfach implementieren. pick j € {j €N :23 <0}  pickie {icB:a; <0}
A.’L‘BZB_lNEJ AZJV:—(BilN)Tei
-1 -1
Ax; Az,
t = max;ecn " § = maxjenN —,
o z
. . AI; . ) AZJ
pick 7 € argmax; s — pick j € argmax ;c —=
i “
Azy = —(B7IN)Te; Azp = B 'Ne;
s = Z; t= zi
AZJ' N A.’.CI‘
Tt xi et
Ty T — tAzxp Ty T — tAzrp
A s
Z 2y — sAzy 2 zh — SAzp
B« B\ {i} U {j} B« B\ {i}u{j}
} }
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Implementierung des Simplex-Algorithmus
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Laufzeit

Das Dictionary hat m+1 Zeilen und n+1 Spalten.

In einer naiven Implementierung:
* Berechnungvonj,t, i, s und die Berechnungen des
Updates am Ende gehen in O(n + m).
* Wie lange dauert das Berechnen von Axg bzw Azy/?
* B ist quadratisch mit m Zeilen und Spalten.
« B7list quadratisch mit m Zeilen und Spalten.
* Das miissen wir auch erst berechnen!
« = 0(m?3) mit Gauss-Methode
* N isteine m X n Matrix.
« = 0(m3 + m?n) Berechnungen.
Geht das besser?

Primal Simplex

Suppose zy; > 0
while (z3, # 0) {

pickj € {j € N1 2] <0}
A:L'B:B_lN(i]
-1
A:L‘,'
t = | max;ep —

) . A.I,'
pick 7 € argmaxieBI—,f
3

Azy = —(B7'N)Te;
zj

¥
£j<—t

S

T rp — tArg
2] s

Z 2y — sAzy
B« B\ {i} U {j}

Dual Simplex

Suppose z}, > 0
while (z; 2 0) {

picki e {i € B:z} <0}
Azy = —(B7'N)Te,
-1
Az,
s = | maxjen —
%

C Az,
pick j € argmax ;i nr —.=
“J

Azp = B 'Ne;
t = I?
N AII‘

*
chet

* s
rp — rh —tAxg

Z s

2 zh — SAzp
B« B\ {i}u{j}
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Exkurs: Inverse von Matrizen

Eine m X m-Matrix B hat genau dann eine inverse m X m-Matrix B~1 (also BB~! = E, wobei E
eine m X m Einheitsmatrix ist), wenn rg(B) = m.

Algorithmus

Gauss-Jordan 0(n3)
Strassen 0(n?807)
Coppersmith-Winograd (CW) 0(n?37¢)
Divide & Conquer O(n“)+0(1))’ 2 < w < 237134

Allerdings ist das explizite Berechnen der Inversen nicht immer notwendig.
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Losen von Subproblemen

Axp = B~'Ne; = B~'q; ist die Losung zu Bx = a;
Azyr = —N"v, wobei v die Lésung zu BT v = ¢; ist.

Die zu l6sen bringt
nicht wirklich Vorteile
in der Laufzeit.
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Losen von Subproblemen

Axp = B~'Ne; = B~'q; ist die Losung zu Bx = a;
Azyr = —N"v, wobei v die Lésung zu BT v = ¢; ist.

Konnen wir
die Matrix B so
vorbearbeiten,
dass...

... die Datenstruktur bei
einem Basiswechsel
schnell aktualisiert

werden kann?

.. das Losen
des LGS
schnell geht?
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Idee: LU-Zerlegung

Faktorisiere die m X m-Matrix B in zwei m X m-Matrizen L und U, sodass:

1 0 “ee 0 U1 U12 - Uim
‘ez 1 1 0 O 0 uz 2 see uz
L= "% | , u=| . . /
{)m,l e fm,m—l 1 0 e 0 Umm
\ ] \ ]
| |
Untere Dreiecksmatrix Obere Dreiecksmatrix

Beispiel: Bestimme die LU-Zerlegung von
2 4 1 1 0 O 2 4
A=<4 9 3) L=<2 1 0),U=<0 1
1 3 2 05 1 1 0 0

Wichtig: BT = (LU)T = UTLT
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Berechnen von Gleichungssystemen mit LU

Axp = B~'Ne; = B™'q; ist die Losung zu Bx = LUx = q;

Sei y = Ux, dann lose
e erstlLy = a;,
* dannUx =y

Azyr = —NTv, wobei v die Lésung zu BTv = (LU) v = UTLTv = ¢ ist.

Seiy = LTv, dann lése
* erst UTy = e},
« dannLTv =y
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Beispiel I - LU-Zerlegung

[ 2 4 =2] [ 2 17 2 1700 2 4 —27
3 1 1 3 1 1 1-6 1 3
B=|-1 —1 -2 =[] -1 1 1 1 -3
—1 —6 —-1-6 1 1 1 21
1 4 i 1 7L 7] i 7
Diese Matrizen konner innerhalb einer einzigen Matrix gespeichert
werden wahrend der Gauf3-Elimination (siehe Vanderbei Kapitel 8).
[ 9 17 2 170 [ 1 ]
31 1 51
L=|-1 1 1 = -1 1
-1-6 1 1 1-6 1
i 1 7L 7 1 1
gﬁ%“f%% Tt-.;::it:::;:l;e Arne Schmidt | MMA, VL 06 | Seite 11
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Beispiel II - Losung von LGS uiber LU-Zerlegung I

7
—2
a; = 0 Lose LUAxp = a; iber Ly = aj und UAxg =y
3
- 0 -
_ . - - - _ . [ 7
1 Y1 7 (71 _25
% 1 Y2 —2 Y2 7
—5 1 ys | = 0 ys | = 2
-1 -6 1 Ya 3 Ya 273
| 1 1_ i UYs ) i 0 ] i UYs ] ”
L2
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Beispiel II - Losung von LGS uiber LU-Zerlegung II

7
—2
a; = 0 Lose LUAxp = a; iber Ly = aj und UAxg =y
3
- 0 -
_ oo - [ 7] _ _
2 4 —2 Al’l 25 Aa’jl
1-6 1 3| | Az ? Ay
1 —3 Axs = 2 Arg = Axs
1 —21 Az, 23 Az,
2
i 7_ i AZU5 il 7 i AZE5 |
| 5
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Sparsity

1 4 0 1 O 01 0 1 0
2 1 2 3 4 0 01 0 1
0 4 1 2 1 0 0 0 1 1
2 5 8 3 2 1 0 1 0 O
9 5 0 5 1 1 1.0 0 O
,Voll“ (dense) ,DUnn“ (sparse)

Generell: Je mehr Oen eine Matrix besitzt, desto dilnnbesetzter (sparser) ist die Matrix.

Diinnbesetzte Matrizen lassen sich einfacher und schneller in eine LU-Zerlegung teilen, und
benotigen deutlich weniger Speicher.
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LU-Sparsity?

Koénnen wir Spalten und
Zeilen tauschen, um
mehr Nullen in der LU-
Zerlegung zu erhalten?

Diirfen wir das
tiberhaupt?

Letztlich betrachten wir
nur eine andere
Reihenfolge von Variablen
und Constraints!
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LU-Zerlegung - Komplexitat

Generell ist das Ziel, die L. bzw U Matrix so diinnbesetzt wie moglich zu halten, d.h. die Zahl der
Nicht-Nullen (,fill-ins“) soll so klein wie moglich sein.

Problem: Das Minimieren der Fill-Ins ist NP-schwer.
Es existieren aber gute Heuristiken, bspw.:

1. Tausche die Zeile mit den meisten nicht-eliminierten Nullen mit der aktuellen Pivot-Zeile
2. Tausche die Spalte mit den meisten nicht-eliminierten Nullen mit der Pivot-Spalte.

Beispiel:

N O NO
N N R -

N OO R
N WN WO
RN R NO
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Beispiel - LU-Heuristik

/2 1 |0 3 2\ 1 4 0 0 O 1 4 0 0 O
[0 4 (1] 0 0 0|1 2 3 2 0 2 010
0O 11002 0|/ 01 O |2 O)|—| 0 3|2 1 2
2 2120 2 2 (2 2 (0] 2 2 012 2 2
1 2 (0 0 1 02 1 (0] 1 0O 01 2 1
1 0 0 0 O 1 4 0 0 O
0O 1 0 0 O 0 2 0 1 0\
3 1
[ = 0 > 1 0 O , U= 0 0 2 —3 2
2 —4 1 1 0 13 LU-Zerlegung besitzt 11 Nullen.
\ 1 9 / \0 0 0 ) 0/ Zerlegung Uber urspriingliche
0 0 2 26 1 0 00 0 O Matrix hatte nur 8 Nullen.
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Aktualisieren nach Pivotschritt

Das Berechnen einer
Iteration haben wir.

Wie miussen wir
unsere Matrizen
updaten?

Was andert sich
tiberhauptin der
Basismatrix B?
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Basismatrix aktualisieren

Bei einem Pivotschritt (Basistausch) kann sich nur eine Zeile in B dandern, d.h.
Bhew = B + (aj — ay)ef = B|(I + B (a; - ai)eiT?.

T

E =

Wir kennen dabei B~'a; = Axg und B™'a; = e;. Also ist:
E=(I+(Axg—e)e])

Man kann nun zeigen, dass:
(Axp —e))e]
Axi

E 1=
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Naichste Iteration

Fir die nachste Iteration muss dann bspw. berechnet werden:
BnewlA%p = BEAXg = @j und By, = ET'B'¥ = §;

Berechne diese wieder in Schritten

b Bu = d]

e EAN¥g=u D AMz=EFE 'u=u —Alxi_(AxB —e;)
l

Sowie
—eNT .
C ETy=68 Sy=(EDTg=6 et 0a
l
« BTo=y
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Viele Pivotschritte

Wenn wir k Iterationen
durchgefiihrt haben, konnen
wir den niachsten Schritt iiber
die erste Basis berechnen

Dann ist By =
BEyE, ...E 1

Fiir B ist die LU-
Zerlegung bekannt
und die E-Matrizen
sind sehr einfach.

Wenn wir By, nicht
explizit berechnen,
dauert das ggf.
irgendwann sehr lange.
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Uberlegungen fiir viele Iterationen

Also, nach k Iterationen miissen wir folgende Informationen speichern:
* Basismatrix B

,Eta-Matrizen“ E,, ..., E,_4 (daflir reicht es, Axé und einen Integer fiir
die Spalte zu merken, die sogenannte eta-file)

Wann ist der Aufwand BEj, ... E,_;1 zu berechnen zu hoch?
Wann lohnt es sich B,,,,, in LU zu zerlegen?

Eine sorgfiltige Analyse zeigt, dass nach etwa v/m Iterationen eine neue
Basismatrix explizit berechnet und zerlegt werden sollte.

In der Praxis ist die Anzahl dieser Iterationen sogar frei wahlbar!
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Partial Pricing
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Viele Variablen, wenig Constraints

Viele Variablen
erzeugen viel Arbeit:

Welches Pivot als
nachstes?

Man muss die Lange
des Pivotschritts
berechnen.

Man muss
reduzierte Kosten
berechnen.

Miussen wir immer
alle Variablen
anschauen?

Interessant sind
doch nur die , guten”
Variablen.
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Partial Pricing

Idee: Betrachte zu jedem Zeitpunkt nur einen Teil der Variablen und aktualisiere das gesamte
Dictionary nur ab und an.

Dazu:
* Suche unter den ersten g Variablen die 40 Variablen, welche den grofdten negativen

Koeffizienten besitzen.

* Betrachte nur diese Variablen fiir die Iterationen bis nur noch ein Teil dieser (bspw,
weniger als die Halfte) fiir einen Pivotschritt in Frage kommen.

* Aktualisiere dann das gesamte Dictionary.

Damit miissen wir in jeder Iteration nur mit wenig Variablen arbeiten. Nur ab und an trifft uns
die Harte der Realitat.
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Steepest Edge
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Wir gehen steil!

Bisher oft nach grofdtem Koeffizienten ausgewahlt. Das liefert die grofite
Anderungsrate der Zielfunktion und betrachtet nur die Nichtbasisvariablen.

Schliefde die Basisvariablen mit ein! Da die Zielfunktion in der Form
f(x) = cExg + cloxy
ist, ist die Ableitung von f(x) in Richtung Ax fiir ein j:
f  chAxg + chAxy —z;

S N (ST

Okay, der Nenner sieht nicht gut aus. Zu Beginn ist B aber quasi eine Einheitsmatrix.
Dadurch kénnen wir

Vi = ||[B"INey||? fiir alle k € v
einfach berechnen.
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AKtualisiere vy,

Wir konnen herleiten, wie sich die v, in der nachsten Iteration verandern.
Dazu sei

u:= (B HT¢;
w = (BT Axg
u berechnen wir sowieso schon. w muss zusatzlich berechnet werden. Damit konnen wir
folgendes berechnen:
2 |Axg — ;]|

(Axg)?

afu(w — w)Tay

Vg = Vi — 2 Ax. + (alu)
l

*

J

VA
1H/j+1

Wahle damitj € IV, sodass kleinstmoglich ist.

Die Steepest-Edge-Regel performt in der Praxis sehr gut mit den angegebenen Formeln.
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Recap
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Was bisher geschah...

Starke
Phase I Dualitat
und
Phase II
Komplmentarer
Schlupf
Pivotregeln
Laufzeit
Gedanken zu Matrix
Notation

Implementierung

LL,

&,
g "é"{-‘ Technische
VA :  Universitit Arne Schmidt | MMA, VL 06 | Seite 30

z
3.’4‘:‘-’ Braunschweig
B

£l
O
£
g
Lo
o9
k>
O,



... und was noch kommt

Bisher nur betrachtet: Ax < b.
Was ist, wenn wir LPs der
Form by, < Ax < b,, haben?

Bisher nur reelle Losungen
angeschaut, aber viele Probleme
fordern ganzzahlige Losungen!

Wie unterschiedlich sind
Probleme auf diskreten
Strukturen (bspw. Graphen)
oder in geometrischem Setting?
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