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Dualer Simplex-Algorithmus
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Dualer Simplex-Algorithmus

¢ = 0— 1x;— 1x,
wy = 4+ 2x1+ 1x,
wy= -7+ 1x;— 3x,

Universitit

( = 0— 1x1 + 4x2
W1 = 4 + le + 1x2
Wy = —8 + le — 4x2
W3 = —7 4+ 1x1 — 3x2
Duale Phase |

n = 0— 1x;— 1x,
W1 = 4 + 2x1 + 1x2
Wy = —8 + le — 4x2
W3 = -7+ 1X1 — 3XZ
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LPs in Matrix-Notation
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LPs in Matrixnotation

Betrachte ein LP in Standardform, fiir welches Schlupfvariablen x,,,1, ..., X,+m eingefiihrt werden.
Dann haben wir die Form:

max clx
s.t. Ax=0»
x>0
Wobei
cl\ ( X1 \
X
a1 Qa2 -+ a;p, 1 0 0 by (C:Z 2
0 1 0 '
A= a?,l a?lz . az.,n . ’ b= b:Z ) Cc = Cn |, X = Xn
: X
Am1 QAm2 amn 0 O 1 b \0/ n=+1
0 Xn+m
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Basis- und Nichtbasisteile

a1 4q.2 ag, 1 0 0 b,
A= a?,1 a2:,2 Cl2.,n 0 1 0 ’ h = b:2 ’
Am1  Am2 Ann 0 0 1 bm

Im Simplex benutzen wir Basis und Nichtbasisvariablen.
Dann gilt fiir die i-te Komponente von Ax:

n+m
z Cll'ij = z aijxj + Z Clinj
j=1 jeB JEN
Oder in Matrixschreibweise:
XB
A=[B N],x = [xN]

C1 X1
/Cz\ X2

cn |, X = Xn

0 Xn+1

\ty1r/

B ist eine m X m-Matrix
mit Spalten aus A, die zu
Indizes aus B gehoren.

N ist eine m X n-Matrix
mit Spalten aus A, die zu
Indizes aus V' gehoren.
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Summe von Basis- und Nichtbasisteile

Also ist

Ax = [B N] [;?V] = Bxg + Nxy

Sowie

XB
cTx = [cg ¢yl [xN] = crxg + clxy

Beispiel: Schreibe das folgende LP in Matrixform und bestimme die Werte fur B = {1,2}.

max 3x1 + dxro — 2x3
iI
subject to x1+ 0.bxe — Hrg <2
2r1 — ro+ 3r3 <3
T, T2, x3 >0
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Simplex in Matrix-Notation

Primaler Simplex-Algorithmus
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Basisvariablen Matrixform

In Dictionaries haben wir die Basisvariablen als Funktion von Nichtbasisvariablen betrachtet:
Xi = bi — Z C_ll'jx]'
JEN

Aus der Matrixform Ax = b bzw. Bxg + Nx3- = b konnen wir xg definieren als

xg = B7'h — B INxy

Die Matrix B muss also invertierbar sein, d.h. sie muss
* Quadratisch sein, sowie
* vollen Rang besitzen (rg(B) = m), d.h. m linear unabhdngige Spaltenvektoren enthalten.

Wir haben also eine Basis fiir R™!
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Zielfunktion in Matrixform

Damit kénnen wir auch die Zielfunktion aus dem Dictionary in Matrixform angeben:
{ = cpxp + CpXy
_ T(p-1 -1 T
=cg(B™"b — B ™ "Nxyp) + cyxy
T
=cEB7h — (B™IN)Tcg — ci) xp

Damit haben wir folgende Matrixform fiir Dictionaries:
T
{=cEB™b — ((BIN)Tcg — c) x
xg =B71b — B INx,
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Dictionaries in Matrixform

Damit haben wir folgende Matrixform fiir Dictionaries: In alter Darstellung:
_|-Tp-1pl_ ((R-1NT . _ ~. T
¢= %ﬁ;ﬁ';;"b-'g"—("g% ..... N)'cp — cw) Xar -
XB = = XN: = _
.................................. ( — ( _I_ S“ C]x]
JEN .
{=cpB™'h JELL
6] = cx — (B™IN)Tc
[b;] = B~'b
la;;] = -B7IN

Die eckigen Klammern driicken dabei den Vektor bzw. die
Matrix uiber die Laufvariablen aus.
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Basislosungen

Da die Nichtbasisvariablen auf 0 gesetzt werden, sind Losungen im Dictionary also
vereinfacht:
xy = 0,x3 =B71b

Also braucht man fiir eine gegebene Basis B nur das lineare Gleichungsystem Bxg = b losen.
Alle anderen Variablen werden auf 0 gesetzt.

Allerdings kann fiir eine Basis B auch eine ungiiltige Losung entstehen: x5z kdnnen so negativ
sein. Wir konnen B also nicht einfach raten.

Am Beispiel: Wir haben die Basis B = {2, 5}. max 3z + Ao — 23
Bestimme die anderen Teile des Dictionaries. -
subject to 1+ 0.5z — Hxg <2
2r1 — ro+ 3r3 <3
T, T9, x3 > 0
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Dualer Simplex - Voriiberlegungen

Flr das duale Dictionary haben wir gesehen, dass die Wertematrix A im dualen negativ
transponiert ist. Es ist also wichtig, die komplementaren Paare von Variablen zu kennen.

Primal: (X1, oy Xppy W1, ooy Wip) = (X1, woey Xpy Xyt 15 oo0 s Xpbrn)
Dual: (Z1, s Zrpy Y1r o Vi) = (21, ey Zyy Ziy 15 oo s Zperm)
o'«u‘%
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Duales Dictionary

Fir das primale Dictionary haben wir:

{=ckB™ b — ((B7IN)Tcg — CN)TxN
xg =B71b — B INx,

Losung primal:

Dictionary in Kurzform

{=0"=(z3) xy
xg = x5 — B INxy

Dann konnen wir fur das duale
Dictionary folgendes schreiben

—& = —cgB71b — (B™'b)"zp
zy = ((B7IN)Tcg — cp) + (B7IN)Tz4

Losung dual:

zg = 0,
23 = ((B7*N)Tcg — cyr)

Dictionary in Kurzform

= 0" = )z
zy =z + (B7IN)Tzg

ﬂ
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Primaler Simplex in Matrixform

Primal: Dual: Annahme: Basis B gegeben mit
(=0 — ()T xy —&=—-0"—(x3)Tzg « m Elementen
xg = x5 — B INxy zy =z + (B IN)Tzg  Bistinvertierbar

- x3=B"1>0

Pivotvorbereitung:
1. Falls zj- = 0, dann stoppe (Optimalitat)
2. Ansonsten, wahle j € N mit Z; < 0. (Variable mit moéglicher Verbesserung)

3. Bestimme Axg = B_lNej, wobei ej ein Null-Vektor mit einer 1 an der j-ten Position ist.
4. Bestimme grofites t > 0, sodass xg = tAxz.

-1
Ax; —
a. Also:t= (I?EaBX x;) (0/0:=0)
b. Istt < 0, stoppe (Unbeschrankt)

5. Wahlei € B, liber welche t definiert wird.
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Primaler Simplex in Matrixform

Primal: Dual: Annahme: Basis B gegeben mit
(=0 — ()T xy —&=—-0"—(x3)Tzg « m Elementen
xg = x5 — B INxy zy =z + (B IN)Tzg  Bistinvertierbar

- x3=B"1h=0
Pivotschritt (tausche j € N mit i € B):

1. Bestimme Azy = —(B7IN)Te;
2. Berechne s = -2
AZj
3. Aktualisiere primal und duale Losungen:
a. xj =tundxg = xg — thxp
b. z; =sundzy = zy —sAzy
4, Setze B := (B\{i}) u{j} (Basis aktualisieren)
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Ein Beispiel

max 4x1+ 3x9

subjectto 1 — xo <1

2rx1 — ro < 3

+ T2 <5

X1, Z2 Z 0
£l Techrische  Em——rrTETST—
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Simplex in Matrix-Notation

Dualer Simplex-Algorithmus
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Dualer Simplex in Matrixform

Primal: Dual: Annahme: Basis B gegeben mit
(=0 — ()T xy —&=—-0"—(x3)Tzg « m Elementen
xg = x5 — B INxy zy =z + (B IN)Tzg  Bistinvertierbar

« Z=(B*N)Tcg—cy) 20

Pivotvorbereitung:
1. Falls xz = 0, dann stoppe (Optimalitat)
2. Ansonsten, wihle i € B mitx; < 0. (Variable mit moéglicher Verbesserung)

3. Bestimme Azg = —(B_lN)Tej
4. Bestimme Pivotschrittlange.

-1
_ Az -
a. S—(I]Ié%\)f( Z;> (0/0:=0)
b. Ists < 0, stoppe (Dual unbeschrankt, primal infeasbile)

5. Wahlej € IV, iiber welche s definiert wird.
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Dualer Simplex in Matrixform

Primal:
(=0 = (z3) %y
xg = x5 — B INxy

Dual:
—&=—0 - (x%)TZB
zy =z + (B IN)Tzg

Dualer Pivotschritt (tausche j € V mit i € B):

1. Bestimme Axg = B_lNej
2. Berechne t = -2
Ax;

3. Aktualisiere primale und duale Losungen:
a. z; '=sundzy = z) —SsAzy
b. x; =tund xg = x5 — tAxp

4. Setze?JB = (B\ {i}) u{}

) .
Sigt| 3%t Technische

Annahme: Basis B gegeben mit
 m Elementen
* Bistinvertierbar

« Z=(B*N)Tcg—cy) 20

(Basis aktualisieren)
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Primal Simplex Dual Simplex

Simplex in Matrixform

Suppose z; > 0 Suppose zj, > 0
while (23, 2 0) { while (z 2 0) {
pickjE{jEN'z*-‘ 0} picki € {i € B:z} <0}
Azp = B~ 1Neg; Azy = —(B7IN)Te
i =
AZJ‘
t= maszB s = | maxjeny —2=
J
Az; a ; AZ]‘
pick 7 € argmax, = pick j € argmax ¢\ —=
i &
Azy = —(B7IN)Te; Aa:B:B‘lNej
25 ¥
_ J ?
s = t =
AZJ' A.’L‘i
z; 1 T; 1
Th o — AR Tp ¢ T — tAzg
z} 8 2] s
prrre Zpr ¢ zp — SAzy Zh ¢ 2p — SAzy
5"%" s Arne Schmidt | MMA, VL 05 | Seite 21 B« B\ {i} U {j} B+ B\ {i}uU{j}
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Kurze Denkpause

Okay, das sieht gut
aus... erst einmal
durchatmen!

Wir haben aber
jeweils vorausgesetzt,
dass wir primal oder
dual feasible sind.

Das muss am
Anfang nicht gelten,
sodass wir Phase |
starten mussen!
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Simplex in Matrix-Notation

Zwei-Phasen Methode
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Situation am Anfang

Initial, haben wir folgendes Dictionary

¢

LB

c;{,-:cN
b— Nzxn

b = 0 und ¢ < 0 - Primal feasible und optimal!

b = 0undc £ 0 - Primal feasible, starte primal Simplex
b 2 0 und ¢ < 0 - Dual Feasible, starte dual Simplex

b 2 0undc £ 0 - Starte Phase |
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Moglichkeiten fiir Phase I
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Primaler Simplex

Dualer Simplex

p
Fiir die Phase I stehen 3 Moglichkeiten zur Verfligung!
A S
Benutze das Hilfsproblem aus Vorlesung 2
und fiihre primalen Simplex aus.
> { = Phasell:
Ersetze ¢ durch einen nicht-positiven
\Vektor und fiihre dualen Simplex aus. )
e N
Ersetze b durch einen nicht-negativen | Phasell
\Vektor und fiihre primalen Simplex aus.
J
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Nachste Woche

Damit haben wir
einen Pseudocode,
der einfach
umsetzbar ist.

Was miissen wir bei einer
Implementierung beachten?

Konnen wir irgendwo
Arbeit sparen?
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