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Dualitat

Theorem (Starke Dualitat)

Maximiere ¢ X Besitzt das primale LP eine optimale Losung x*, dann
besitzt auch das duale LP eine optimale Losung y* und
_ es gilt
Unter Bedingungen Tx* = bTy*
Ax <
x =0

Theorem (Komplementirer Schlupf)
Angenommen, x = (Xq, ..., Xp) und y = (¥4, ---, Ym)
Minimiere O Y -Maximiere y sind giiltige Losungen fiir das primale bzw. duale LP.
Dann sind diese genau dann optimal, wenn:

Unter Bedingungen Unter Bedingungen It V]: = Looofl8 52 =1L
AT > —AT < — 2. VvVi=1,.. m YiwW; = 0
y = Y= Wobei w = (wy, ..., wp,) und z = (24, ..., Z,) die
y >0 y >0 zugehorigen primalen bzw. dualen Schlupfvariablen

sind.
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Dualer Simplex
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Primales Dictionary infeasible, aber dual feasible?

Wenn das primale Dictionary infeasible ist, haben wir eine Phase | gestartet. Aber ist das
immer notwendig?

( = 0— 1X1 — 1.X'2 —f = 0— 43’1 + 8y2 + 7y3
Wi, = 4 + le + 1x2 Z1 = 1-— Zyl - Zyz — 1y3
w, = =8+ 2x;1— 4x, Z,= 1— 1y + 4y, + 3y;
W3 = -7 + 1X1 — 3x2

Infeasible Dictionary! Feasible Dictionary!

Wir konnen Simplex direkt tiber das duale Dictionary durchfiihren!
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Dual pivotisieren I

Betrachte komplementaren Schlupf: Wenn wir bspw. y, in die Basis aufnehmen, muss w, den
Wert 0 annehmen, geht also aus der Basis heraus!

Durch negativ-transponierte Matrix A: Nimm Basisvariable heraus, die die kleinste Konstante

besitzt.
(= 0— 1x;— 1x, —<¢= 0— 4y.+ 8y, + 7y3
wy = 4+ 2x1+ 1x, z1= 1— 2y1— 2y,— 1y;
Wy, = 2x1 — 4x, Z,= 1— 1y;+ 4y, + 3y;
w3 = =74+ 1x;— 3x;
Infeasible Dictionary! Feasible Dictionary!
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Dual pivotisieren II

Wenn w, heraus geht, wer geht in die Basis rein?
Uber das duale erhalten wir z; oder z,. Da einer der beiden auf 0 geht, darf das entsprechende
x1 bzw x, grofier werden!

Hier: Tausche y, mit z; im dualen Dictionary, also tausche w, mit x; im primalen Dictionary!

( = 0— 1X1 — 1x2 —5 = 0— 43’1 + 8y2 + 7y3
Wy, = 4 + 2x1 + 1x2 Z1 = 1-— 2y1 — 2y2 — 1y3
Wy = 4.X'2 Zy = 1-— 1y1 + 4y2 + 3y3
W3 = -7 + 1x1 - 3.X'2

Infeasible Dictionary!\ Feasible Dictionary!

0
Grofter negativer Quotient (f)
J
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Dual pivotisieren III
Wortber pivotisieren wir nun?

W3 muss raus, w, kommt daftr rein!

(= —4— Dbw,— 3x, —¢&= 44— 12y, — 4z;+ 3y;3
Wy, = 12 + 1W2 + SXZ Vo = 5 — 1y1 - .5Z1 - 5y3
X1 = 4+ 5Sw,+ 2x, Z, = 3— 5y;— 2z1+ 1y,
W3 = | —3 |'|‘ .5W2 - 1x2

Infeasible Dictionary! Feasible Dictionary!
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Dual pivotisieren IV

Nun sind beide Dictionaries feasible und wir haben sogar eine optimale Losung!

(= —=-7— 1wz— 4x, —¢&= 7— 18y, — 7z1— 6y,
wy= 18+ 2wz+ 7x, vo= 1— 2y, — 1z — 2y;
X1 = 7+ 1wz + 3x, Zo= 4— Ty;— 3z1— 2y3
Wy, = 6+ 2wz+ 2x,

Feasible Dictionary! Feasible Dictionary!
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Dual pivotisieren

Ganz allgemein konnen wir das primale Dictionary folgendermafden dual pivotisieren, falls
negative b; existieren.

« Wahle Basisvariable nach der kleinsten negativen Konstante.
(Falls keine Variable mehr negativ ist, ist das Dictionary optimal!)

@
* Waihle Nichtbasisvariable mit dem grofdten negierten Quotienten (C—”)
J
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Duale Phase I?

Was machen wir, wenn
das primale und duale
Dictionary infeasible ist?!

Gibt es eine duale
Phase [?
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Duale Phase I!

¢ = 0— 1x;+ 4x,
Wy = 4+ 2x1+ 1x,
w, = =8+ 2x1— 4x,
w3 = -7+ 1xq;— 3x,

—¢ = 0— 4y;+ 8y, + 7y;3
Z1 = 1— 2y1— 2y,— 1y;
Zy = —4 — 13’1 + 4‘y2 + 3y3

Suche eine Zielfunktion, sodass das duale Dictionary feasible wird. Z.B.: —x; — x5

n = 0— 1x;— 1x,
wy = 4+ 2x1+ 1x,
w, = =8+ 2x1— 4x,

-7+ 1xq1— 3x,

—u= 0— 4y, + 8y, + 7y;3
Z1 = 1— 2y;— 2y,— 1y;
Zy = 1-— 1y1 + 4‘y2 + 3y3
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Duale Phase I - Ergebnis

n= -=-7— 1lwz3— 4x, Mit { = —xq + 4x, = —(7 + w3 + 3x;) + 4x, konnen
wi= 184 2ws+ 71, wir ein Dictionary zum originalen LP wieder herstellen.
X1 = 7+ 1wz + 3x,
Wy = 6+ 2wz+ 2x,

(= —-7— 1wz+ 1x, Wir sehen direkt: Das LP ist unbeschriankt!
wy= 18+ 2wz + T7x,
X1 = 7+ 1wz + 3x,
Wy, = 6+ 2wz+ 2x,
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Duale Phase I - Infeasibility

/1nfeasibility konnen

wir erkennen!

Ein LP ist genau dann A
infeasible, wenn das
modifizierte LP dual
unbeschrankt ist. )
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Recap

Jedes LP besitzt ein
duales LP.

Sind beide feasible, besitzen sie
denselben optimalen Losungswert.

Uber komplementiren Schlupf
konnen wir die duale Losung
bestimmen.

Wenn Dictionary dual feasible ist,
konnen wir den dualen Simplex-
Algorithmus durchfiihren
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Dualisieren von LP im Allgemeinen

Wie dualisiert man, wenn
das LP nicht in
Standardform ist?

Zuerst in Standardform
bringen kann ein LP
unverstandlicher machen...
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Dualisieren im Allgemeinen - Gleichungen

Betrachte eine Gleichung ajx = b;, was dquivalent ist zu

1. a;x < b,sowie

2. —a;x < _bi

Damitwerden im dualen zwei Variablen y;* > 0 und y;” = 0 erzeugt.

Wie treten diese Variablen im dualen LP in der Zielfunktion und in den Constraints auf?

Sie miissen immer in der Form ay;” — ay; fiir einen Koeffizienten a vorkommen!
Damit konnen wir aber auch eine freie Variable y; benutzen, die positiv oder negativ sein kann!

Also: Eine Gleichung a;x = b; erzeugt eine freie Variable y;.

Auch andersherum: Eine freie Variable y; erzeugt eine Gleichung ajx = b;.
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Dualisieren im Allgemeinen - Ungleichung

Betrachte eine Gleichung ajx = b;, was dquivalent ist zu —a;x < —b;
Damit wird im dualen eine Variable y; > 0 erzeugt.

Achte bei den Constraints und der Zielfunktion auf das Vorzeichen!
Empfohlen: Erstin —a;x < —b; umwandeln!

Also: Eine Gleichung a;x = b;erzeugt eine Variable y; = 0.

Auch andersherum: Eine Variable y; > 0 erzeugt eine Ungleichung a;x < b;
(passe auf Vorzeichen auf).
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Beispiel - Dualisieren

max 3x; + 4x, — 2x3 max 3x; + 4x, — 2x3 min —4y; + 10y, — 2y3
s.t. S.t. S.t.

—X1 — Xy —3x3 = 4 X1 +xy+3x3 < —4 y1+ 2y, +3y3 =3
2xq + 3x, — 2x3 < 10 2xq + 3x, — 2x3 < 10 v1+ 3y, —2y; = 4
—3x1 +2xy) —x3 = 2 3x1 — 2xy + x3 < —2 3y1 — 2y, + 1y3 = =2

xp,x2 2 0 X, %22 0 Y1, ¥2,¥3 =20
x3 frei x3 frei
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Ausblick: Integer Programming
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Ein ganzzahliges Programm (IP)

Betrachte einen Graphen G = (V, E).

Probleme:
max z Xe * Wir konnen Simplex nicht darauf anwenden.
eeE Warum?
s.t. * Wir konnen das duale Programm nicht direkt
x, <1, Vv eV bestimmen.
ees(v)
x, € {0,1}, Ve € E Schauen wir uns das relaxierte Problem an.

Dieses IP modelliert das
Matching-Problem
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Ein relaxiertes ganzzahliges Programm (IP)

Betrachte einen Graphen G = (V, E).

z Fragen:
e re  Warum benotigen wir die Bedingung x, < 1 nicht?
s.t = * Was ist das duale LP dazu?

X <1, YveV

ees(v)
X, = 0, Ve € E

Dieses LP modelliert das
fraktionale Matching-
Problem
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Ein relaxiertes ganzzahliges Programm (IP)

Betrachte einen Graphen G = (V, E).

max Z Xe min Z Vv

eeF vev
S.t. S.t.

Xe <1, Vv eV 23@21, Ve € E

eed(v) ees(v)

Xe = 0, Ve € E Yy = 0, YveV
Dieses LP modelliert das Welches Problem ist das?
fraktionale Matching-

Problem
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Ein relaxiertes ganzzahliges Programm (IP)

Betrachte einen Graphen G = (V, E).

max Z Xe

eeE
s.t.

Xe < 1,Vv eV

ees(v)
Xe € {0,1}, Ve € E

max z Xe

eeE
S.t.

Xe <1,VveV

eed(v)
X, =0,Ve€eE

min z Vi

vev
s.t.

Yy + v, = 1L,V{v,w} €E
Yy =0,VvEV

min z Vy

vev
S.t.

Yy + vy = 1,V{v,w} €E
vy, €{0,1},Vv €V
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1Py,

LPy,

LPy¢

Wie stehen 1Py, LPy, LPy¢ und [P, Zueinander?

Klar: LPM = LPVC
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Relaxierte IPs

Wird ein IP relaxiert, d.h. Ganzzahlige Variablen diirfen reelle Werte annehmen, kann der
optimale Zielfunktionswert nicht schlechter werden.

Damit gilt also 1Py, < LPy = LPy¢ < IPy¢

Beim Unterschied zwischen IP und LP spricht man auch vom Integrality Gap.

Wie grof$ kann dieser Unterschied werden?

Man kann sich schnell davon tiberzeugen, dass [Py, < 2 - [Py gilt. Also ist der Integrality Gap
sowohl fiir Matching als auch fiir Vertex Cover maximal 2.
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Ausblick

t Technische
£ Universitit Arne Schmidt | MMA, VL 04 | Seite 26

¥ Braunschweig



Was noch kommt...

Wie setzt man Simplex
in der Praxis um?

Wie 16st man
ganzzahlige Programme
in der Praxis?

Was fiir Techniken gibt
es, den Losungsprozess
zu beschleunigen?
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