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Fundamentalsatz, Pivotregeln und Komplexitat

Theorem (Fundamentalsatz):

Fir jedes LP in Standardform, die folgenden

Aussagen gelten:

 Wenn es keine Losung gibt, ist das LP
infeasible oder unbeschrankt.

 Wenn es eine Losung gibt, dann existiert es
eine Basislosung.

* Wenn es eine optimale Losung gibt, dann
existiert eine optimale Basislosung.
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Heute

Technische
3 Universitit Arne Schmidt | MMA, VL 03 | Seite 4

¥ Braunschweig




Schranken

Wenn wir Simplex
durchfiihren, erhalten wir
immer untere Schranken fiir
den opt. Losungswert

Konnen wir auch
obere Schranken
bestimmen?!
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Beispiel

max 4x1+ xp;+ 3x3 Sei {* der Wert einer optimalen Losung.

st x+ dx =1 « Die Losung (1, 0, 0) zeigt, dass {* = 4.
3x¢1— X+ x3 <3 « Die Losung (0, 0, 3) zeigt, dass {* = 9.

Xy, X2, %3 20 Frage: Wie gut ist diese Losung im Vergleich

zum Optimum?!

Betrachte nun
2 X (xl + 4x2 < 1)
+3 X (3x; — xp + x3 < 3)

(113('1 + 5X2 + 3X3 < 11)

Was sagt uns die linke Berechnung?
Das Resultat ist mindestens so grofd wie unsere
Zielfunktion!

S>r<11
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Beispiel

max 4xq + X, + 3x3 Konnen wir bessere obere Schranken finden?
Versuchen wir das zu verallgemeinern!
st. x1+ 4x, <1
3x1 — X7 + X3 <3
X1,X7,x3 =0
Betrachte nun Jetzt mussen wir y;, y, noch so wahlen,
y1 X (x1 + 4x, <1) dass die Koeffizienten der x; mindestens
+y, X (3x1 — x5 + x3 < 3) so grof3 sind, wie die in der Zielfunktion.

> 1 > 3 | Minimiere! Das schreiben wir einmal verniinftig auf!
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Beispiel

max 4xqy+ x;+ 3x3
st. x1+ 4x, <1

3X1— XZ+ X3 <3

X1,X7,x3 =0

Betrachte nun
Y1 X (x1 + 4x2 < 1)
+v, X (3x7 — x5 + x3 < 3)

> 1 = 3 | Minimiere!
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Resource Allocation Problem

S.t.
ai1XxX1 + -+ A1nXn < bl

Am1X1 + -+ AmnXn < by

xl’ ...,xn 2 0

Dabei ist:

¢; der Profit fir Produkt j

b; die Anzahl an Rohmateriall i

a;;j die benotigte Anzahl von Rohmaterial i,
um Produkt j herzustellen

* Angenommen, wir produzieren Produkt j um eine Einheit weniger. Dann erhalten wir a;; von

Rohmaterial i zurick.

*  Wenn wir Rohmaterial i fiir y; Euro verkaufen kénnen, dann erhielten wir a; jy; + -+ + ap,jym Euro.

* Das lohnt sich nattirlich nur, wenn es den verlorenen Profit tibersteigt, d.h.
aijy1 + o+ Qmjym = €

* Ein Kaufer, der alle Rohmaterialien abkaufen will, mochte nattirlich so wenig wie moéglich bezahlen.
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Resource Allocation Problem

Damit erhalten wir folgendes LP. Urspringliches LP
min by + - + by Vm max c1xq + -+ cpXpn
S.t. S.t.
aj1y1t+ -+ QGmiym = € ap1X1 + 0+ AipXn < by
A1nY1 T+ AmnYm = Cn AmiX1 + -+ GpnXn < by
y]_;;ymz O X]_, ,an 0

Das halten wir mal allgemein fest!
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Duales LP

Zu jedem LP existiert ein duales LP. Das duale LP eines dualen LPs wird auch primales LP
genannt. Ist das LP in Standardform, ist die Dualisierung ganz einfach.

Primal Dual
Maximiere € X Minimiere bTy
Unter Bedingungen Unter Bedingungen

Ax < b Aly >
x=0 y=0
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Schwache Dualitat

Theorem (Schwache Dualitit)

cTx < bTy

Sind x bzw. y zulassige Losungen eines primalen bzw. dualen LPs, dann gilt

Beweis:
n m
T, — vy .
c'x = Z CiXj < Z( al]yl>x]
m n
=)\ 2, @i |
i=1 \j=1
m
N
< Z biyi=b"y
i=1

Primal

Dual

Maximiere X

Unter Bedingungen

Ax <
x =0

Minimiere y

Unter Bedingungen
Aly >
y=0
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Duale Dictionaries

Primal Dual
. . bT o o bT
Maximiere X Minimiere y -Maximiere y
Unter Bedingungen Unter Bedingungen | Unter Bedingungen

Ax < b Aly > —Aly < —
x =0 y=0 y=0

Wir konnen uns das Dictionary zum primalen und zum dualen anzeigen lassen.
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Duale Dictionaries - Beispiel I

Primal Dual
(= 0— 3x;1+ 2x,+ 1xj —¢ = 0— Oy, —
wi= 0+ Ox;+ 1x,— 2x3 Z1 = 3— 0y, —
wy= 3+ 3x;1— 4x,— 1x3 Z, = —2— 1y, +
zz= =1+ 2y, +
Beobachtung:

Primales Dictionary ist feasible, das duale nicht! Wir konnen
aber primal einen Pivotschritt durchfiihren: x, tauscht
gegen w,

Damit wird x, tiber Constraint 2 pivotisiert.
= Pivotisiere im Dualen z, mit y,
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Duale Dictionaries - Beispiel 11

3

43’2

4}’2

Primal Dual

3 3 1 1 3

(= 27 gaT gwmt 3% o= g
oo 3,3 1 9 3
V7T g T gm0y’ 1T 3
3 3 1 1 1

2= T X gWaT 4% Y2 = >t
1

Beobachtung: zz= -+

Matrix ist immer noch negativ transponiert!
Primal feasible, dual nicht.
Pivotisiere primal tiber x3; und wy

Es wird x5 Uiber Constraint 1 pivotisiert,
= Pivotisiere im Dualen z3 mit y,
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Duale Dictionaries - Beispiel 111

Primal
5 4 5 2
¢= 37 X1 — gW2~— E
1 1 1 4
X3 = §+ 3%~ gW2— gX3
2 2 2 1
Xy = §+ X1 — §W2+ 5x3
Beobachtung:

Matrix ist immer noch negativ transponiert!
Primal feasible, dual auch!

— Simplex auf dem Primalen 16st auch das Duale.
— Der Wert scheint identisch zu sein?
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Starke Dualitat

Theorem (Starke Dualitat)

Besitzt das primale LP eine optimale Losung x*, dann besitzt auch das duale LP eine optimale
Losung y* und es gilt
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Beweis: Tafel!
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Losungen von LPs

Mit der starken Dualitat konnen nur folgende vier Falle auftreten:

Ist das primale LP unbeschrankt, dann ist das duale LP infeasible.

Ist das duale LP unbeschrankt, dann ist das primale LP infeasible.

Das primale und duale LP sind infeasible.

Das primale und duale LP sind feasible und besitzen eine gleichwertige optimale Losung.

W e

Diese Falle werden vom Simplex-Algorithmus abgedeckt!
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Komplementarer Schlupf

Theorem (Komplementarer Schlupf)

Angenommen, x = (x4, ...,Xp) und y = (y4, ..., Vi) sind giiltige Losungen fiir das primale bzw.
duale LP. Dann sind diese genau dann optimal, wenn:

1. vj=1,..,n XjZj = 0

2. Vi= 1, e, ML YW = 0

Wobeiw = (wy, ..., wy,) und z = (24, ..., Z,) die zugehorigen primalen bzw. dualen
Schlupfvariablen sind.

Beweis: Tafel!
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Beispiel

Primal min y1 + 3y,
max 4x;1+ x;+ 3x3 st.  y, + 3y, =4
st. x1+ 4x, <1 4y, — Yy, =
3X1 — X7 + X3 <3 Vo >3
X1,X7,x3 =0 v,V =0
min  y; + 3Y>
) 1 13
Losung: (O,Z,Z), Wert: 10 s.t. v+ 3y, =4
4v, — =1 y2=3,y1=1
/1 Y2 Wert: 10
X2 >0= Zy = 0 y2 = 3
X3 >0= Z3 = 0
yuY2 20
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Allgemeiner

» Wir haben eine nicht-degenerierte, optimale Losung x* = (xq, ..., x;;) zu einem LP.
* Damit haben wir auch Schlupfwerte w* = (wy, ..., wy,).

* Duale Constraints haben folgende Form:
Zaijyi—zjzcj, j=1,...,n
i
* Also n Gleichungen mit n+m Unbekannten. Allerdings miissen davon m durch

komplementaren Schlupf bekannt sein! (Warum?)
* Es bleibt ein Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten!
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Dualer Simplex-Algorithmus

Konnen wir den Simplex-
Algorithmus auch direkt auf
dem dualen LP durchfiihren?

Wie viel Arbeit
macht das?
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