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Gestatten, Graph! '
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Graph: Ein Gebilde aus Knoten (Haltestellen)
und Kanten (Verbindungen)
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Algorithmen und Datenstrukturen
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Graph: Ein Gebilde aus Knoten (Haltestellen)
und Kanten (Verbindungen)
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Algorithmen und Datenstrukturen

Definition 2.1 (Ungerichteter Graph).

N (1)(i) Ein ungerichteter Graph G ist ein Tripel (V,E, V), fir das
(a) V und E endlichen Mengen sind und
(b) ¥ eine Funktion mit

V:E-{XCV|1<|X|<2) (2.1)

ist. D. h. jede Kante enthdlt einen Knoten (Schleife) oder zwei.

Graph: Ein Gebilde aus Knoten (Haltestellen)
und Kanten (Verbindungen)
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2.1 Historie

« Alle Knoten sind

ungeracle?!

Man musste an
allen amcangen oder
aufhoren!

Das geht nicht an

einem Stiick!

Tp= 0
e &
4 . —— ¥

Instanz: Mit mehr als zwei

Euler: (1) Das gilt {:’Llrj de beliebi
ungeraclen Knoten gibt es keinen solchen Weg,

(2) Man kann auch charakterisieren, unter welchen Be&ingungen

es einen Weg tatsachlich gibt.



2.3 Eulerwege

Satz 2.4 (Euler)

(1)

(2)

Ein Graph G=(V,E) kann nur dann einen Eulerweg haben,
wenn es hochstens zwei Knoten mit ungeradem Grad gibt.

Ein Graph G=(V,E) kann nur dann einen geschlossenen
Eulerweg haben, wenn alle Knoten geraden Grad haben.



2.3 Eulerwege

Fragen:

(I Was ist mit Graphen, in denen nur ein Knoten
ungeraden Grad hat?

a1 Die Bedingungen oben sind notwendig, d.h. sie

miissen auf jeden Fall erfiillt werden, wenn es eine
Chance auf einen Eulerweg geben soll. Sind sie auch

hinreichend, d.h. gibt es bei Erfiillung auch wirklich
einen Eulerweg?

(111) Wie findet man einen Eulerweg?
(III,) Wie sieht ein Algorithmus dafiir aus?




2.3 Eulerwege

Zu (11):

Gegeben ein Graph G

- mit nur zwei ungeraden Knoten. Hat er einen Eulerweg?
- mit nur geraden Knoten. Hat er eine Eulertour?

Der Graph muss zusamenhiangend sein! '



2.3 Eulerwege

Zu (11):

Gegeben ein zusammenhangender Graph G

- mit nur zwei ungeraden Knoten. Hat er einen Eulerweg?
- mit nur geraden Knoten. Hat er eine Eulertour?

Grundtechnik:

Um zu sehen, wo man etwas richtig
machen muss, tliberlegt man sich, wo
man etwas falsch machen kann!




2.3 Eulerwege
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2.3 Eulerwege J

Vv
3 Wir hinterlassen Kanten?! '
Vo
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Fuler: (1) Das gilt F’Llrjecle bcliebige Instanz: Mit mehr als zwei

ungeraclen Knoten gibt es keinen solchen Weg.

(2) Man kann auch charakterisieren, unter welchen Be&ingungen

_ es einen Weg tatsachlich gibt. ‘




Hierholzer proved that a graph has an Eulerian cycle if and only if it is connected and every
vertex has an even degree (excluding the starting and terminal vertices). This result had been
given, without proof, by Leonhard Euler in 1736. Hierholzer apparently explained his proof, just
before his premature death in 1871, to a colleague who then arranged for its posthumous
publication which appeared in 1873.!"]

Mathematische Annalen
...March 1873, Volume 6, Issue 1, pp 30-32

Ueber die Moglichkeit, einen -Linienzug ohne Wiederholung
und ohne Unterbrechung zu umfahren.

Von Carr Hiuruoorzen.
Mitgetheilt von Cur. Wisxen*).

In einem beliebig verschlungenen Linienzuge mdgen Zweige eines
Punktes diejenigen verschiedenen Theile des Zuges heissen, anf welchen
man den fraglichen Punkt verlassen kann. Ein Punkt mit mehreren
Zweigen heisse ein Knotenpunlkt, der so vielfach genannt werde, als

*) Die folgende Untersuchung trug der leider so friik dem Dierste der Wisgon-
schaft durch den Tod entrissene Privatdocent Dr. Hierholzer dahier (gest.
13. Sept. 1871) ecinem Kreisc befreundeter Mathematiker vor. Um sie vor Ver-
gessenheit zu Lewahven, musste sie bei dem Mangel jeder schriftlichen Aufzeich-
nang aus dem Gediichtniss wieder hergestelit werden, was ich unter Beihilfe
meines verehrton Collegen Liiroth durch das Folgende moglichst getren apszu-
fibren suchte.




INPUT: Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Weg in G.

1. Starte in einem Knoten v, (ungerade, sonst beliebig);

2. Solange es eine zum gegenwadrtigen Knoten v; inzidente unbenutzte Kante {v;, vj} gibt:

2.1. Wadhle eine dieser Kanten aus, e ={Vi’ vj}
2.2. Laufe zum Nachbarknoten V;

2.3. Losche die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.

2.4.Setze Vi= Vo

1:= J

2.5.Setze i := i+l

3. STOP




Algorithmus von Hierholzer

INPUT: Ein zusammenhangender Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Eulerweg bzw. eine Eulertour in G

A. Wahle einen Startknoten v (ungerade falls vorhanden);

B. Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W von v aus zu bestimmen;

C. Solange es noch unbenutzte Kanten gibt:
C.1. Wahle einen von W besuchten Knoten w mit positivem Grad im Restgraphen;
C.2.Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W’ von w aus zu bestimmen;
C.3.Verschmelze W und W'

D. STOP




Satz 2.9

(1) Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein
Algorithmus.

(i1) Der Algorithmus liefert einen Weg.

(i) Ist v,ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten
ungeraden Knoten.

(iv) Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt
der Algorithmus in v, liefert also einen geschlossenen Weg.

Bewels:
(1)
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INPUT: Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Weg in G.

1. Starte in einem Knoten v, (ungerade, sonst beliebig);

2. Solange es eine zum gegenwadrtigen Knoten v; inzidente unbenutzte Kante {v;, vj} gibt:

2.1. Wdhle eine dieser Kanten aus, e ={Vi’ vj}

2.2. Laufe zum Nachbarknoten v.

o 2.3. Losche die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.

2.4.Setze Vi= Vo

1:= J

2.5.Setze i := i+l




Satz 2.9

(i) Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein
Algorithmus.

(1) Der Algorithmus liefert einen Weg.

(ii1) Ist v, ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten
ungeraden Knoten.

(iv) Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt
der Algorithmus in v, liefert also einen geschlossenen Weg.

Bewels:
(i)

19



INPUT: Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Weg in G.

1. Starte in einem Knoten v, (ungerade, sonst beliebig);

2. Solange®®S eine zum gegenwartigen Knoten v; inzidente unbenutzte Kante {v;, v;} aibi 2

.1. Wahle eine dieser Kanten aus, e ={Vi’ vj}

———— Laufe zum Nachbarknoten v.
he die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.

2.4.Setze Vi, = vJ.

2.5.Setze i := i+l

3. STOP




Satz 2.9

(i) Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein
Algorithmus.

(1) Der Algorithmus liefert einen Weg.

(i) Ist vy, ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten
ungeraden Knoten.

(iv) Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt
der Algorithmus in y , liefert also einen geschlossenen Weg.

Bewels:

(i) Nach Konstruktion erhalten wir eine Kantenfolge;
keine Kante wird doppelt verwendet.

21



Satz 2.9

(i) Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein
Algorithmus.

(i1) Der Algorithmus liefert einen Weg.

(iit) Ist v, ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten ungeraden
Knoten.

(iv) Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt
der Algorithmus in v_, liefert also einen geschlossenen Weg.
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Satz 2.9

(i) Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein
Algorithmus.

(i1) Der Algorithmus liefert einen Weg.

(iit) Ist v, ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten ungeraden
Knoten.

() Ist G eulersch (d.h. h
der Algorithmus inv_, lie

ade Grad), stoppt

Beweis:
(it1) Ein gerader Knoten wirc

genauso oft verlassen wie betreten;

also kann der Algorithmus in keinem davon stoppen,
aber auch nicht im Startknoten, wenn dieser ungerade ist.
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Satz 2.9

(i) Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein
Algorithmus.

(i1) Der Algorithmus liefert einen Weg.

(iit) Ist v, ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten ungeraden
Knoten.

() Ist G eulersch (d.h. h
der Algorithmus inv_, lie

ade Grad), stoppt

Bewels:

(it1) Ein gerader Knoten wird genauso oft verlassen wie betreten;
also kann der Algorithmus in keinem davon stoppen,

aber auch nicht im Startknoten, wenn dieser ungerade ist.
Es bleibt nur der andere ungerade Knoten.
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Satz 2.9

(i) Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein
Algorithmus.

(i1) Der Algorithmus liefert einen Weg.

(itv) Ist v,ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten ungeraden
Knoten.

(iv) Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt
der Algorithmus in v_, liefert also einen geschlossenen Weg.

Bewels:

(iv) Wie in (iii) kann der Algorithmus in keinem geraden Knoten
stoppen, der nicht der Startknoten ist.
Es bleibt nur der Startknoten.

23



2.3 Eulerwege

Satz 2.10

Wenn Algorithmus 2.7 stoppt, bleibt ein eulerscher Graph zuritck,
also ein Graph mit lauter geraden Knoten.

Bewels

Durch Entfernen des konstruierten Weges wird fiir jeden geraden
Knoten der Grad um einen gerade Zahl geandert, bleibt also gerade.
Fir einen der ggf. vorhandenen ungeraden Knoten andert sich der
Grad um eine ungerade Zahl, wird also auch gerade. i

T —

ro
-—
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Satz 2.10

Wenn Algorithmus 2.7 stoppt, bleibt ein eulerscher Graph zuriick,
also ein Graph mit lauter geraden Knoten.

v /tj\re"\é
A= 4/

AN
\

‘Aul—lul_‘

Beobachtung 2.11

(i) Zwei geschlossene Wege mit einem gemeinsamen Knoten kann
man in einen geschlossenen Weg verwandeln.

(ii) Man kann aus allen Wegen einen Weg machen, wenn der Graph

zusammenhiangend ist.

24



INPUT: Ein zusammenhangender Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Eulerweg bzw. eine Eulertour in G

A. Wahle einen Startknoten v (ungerade falls vorhanden);

B. Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W von v aus zu bestimmen;

C. Solange es noch unbenutzte Kanten gibt:
C.1. Wahle einen von W besuchten Knoten w mit positivem Grad im Restgraphen;
C.2.Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W’ von w aus zu bestimmen;
C.3.Verschmelze W und W'

D. STOP




Satz 2.12

(1) Das Verfahren 2.8 ist endlich.
(i1) Alle Schritte lassen sich korrekt ausfiihren.

(i) Algorithmus 2.8 liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.

Bewels:

) Wie gehabt: Es gibt nur endlich viele Kanten, also muss das
Verfahren irgendwann stoppen.
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Satz 2.12

(i) Das Verfahren 2.8 ist endlich.
(it) Alle Schritte lassen sich korrekt ausfiihren.

(i) Algorithmus 2.8 liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.

Bewels:

) Wie gehabt: Es gibt nur endlich viele Kanten, also muss das
Verfahren irgendwann stoppen.
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INPUT: Ein zusammenhangender Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Eulerweg bzw. eine Eulertour in G

A. Wahle einen Startknoten v (ungerade falls vorhanden);

B. Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W von v aus zu bestimmen;

C. Solange es noch unbenutzte Kanien aibt.

C.1. Wahle einen von W besuchten Knoten w mit positivem Grad im Restgraphen;

C.2.Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W' von w aus zu bestimmen;

C.3.Verschmelze W und W’

D. STOP




(1)

(Beweis Satz 2.12 (ii) )

ro
-~

Solange es noch unbenutzte Kanten gibt, kann man diese
auch von den benutzten Kanten aus besuchen:

Weil G zusammenhangend ist, muss es einen Knoten
geben, der sowohl zu einer benutzten als auch zu einer
unbenutzten Kante inzident ist.

28



Satz 2.12

(i) Das Verfahren 2.8 ist endlich.
(i1) Alle Schritte lassen sich korrekt ausfiihren.

(inv) Algorithmus 2.8 liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.

29



Satz 2.12

(i) Das Verfahren 2.8 ist endlich.
(i1) Alle Schritte lassen sich korrekt ausfiihren.

(inv) Algorithmus 2.8 liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.

(i) Am Ende haben wir einen Weg und es gibt keine
unbenutzten Kanten mehr!
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| Es geht auch anders! I
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| Es geht auch anders! I
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| Es geht auch anders! |

Wir hinterlassen Kanten?! l

30



Algorithmus von Fleury

A Fleury, M. (1883), "Deux problemes de Géomeétrie de
situation"&’, Journal de mathémaliques élémentaires, 2nd ser. (in
French), 2: 257-261.
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Algorithmus von Fleury

INPUT: Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Weg in G.

1. Starte in einem Knoten v, (ungerade, sonst beliebig);

2. Solange es eine zum gegenwadrtigen Knoten v; inzidente unbenutzte Kante {v;, vj} gibt:

2.1. Wahle eine dieser Kanten aus, e ={Vi’ v, 1ger den Restgraphen zshgd. lasst

2.2. Laufe zum Nachbarknoten V;

2.3. Losche die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.

2.4.Setze Vi= Vo

1:= J

2.5.Setze i := i+l
3. STOP




Satz 2.14

(1) Das Verfahren 2.13 ist endlich.
(1) Alle Schritte lassen sich korrekt ausfiihren.

(it1) Algorithmus 2.13 liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.

Bewels:

) Wie gehabt! Es gibt nur endlich viele Kanten, also muss das
Verfahren irgendwann stoppen.

32



Algorithmus von Fleury

INPUT: Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Weg in G.

1. Starte in einem Knoten v, (ungerade, sonst beliebig);

2. Solange es eine zum gegenwadrtigen Knoten v; inzidente unbenutzte Kante {v;, vj} gibt:

2.2. Laufe zum Nachbarknoten V;

2.3. Losche die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.

2.4.Setze Vi= Vo

1:= J

2.5.Setze i := i+l

3. STOP




(Beweis Satz 2.14 (ii) )

( n ) Kritisch ist 2.1. Wenn es nur eine Kante gibt, um den aktuellen

Knoten zu verlassen, bleibt der Restgraph nach deren
Benutzung zusammenhiangend.

@O0
O ®

Wenn es mehr als eine Kante gibt, um den aktuellen Knoten zu
verlassen, von denen eine bei Entfernen den Graphen
unzusammenhangend macht, sind alle anderen Kanten in
geschlossenenen Wegen enthalten.

o @O
® @

Also wahlt man eine der anderen. l

34



(i) Nach Konstruktion bekommen wir einen Weg. Man hat
immer einen zusammenhiangenden Graphen, kann also
keine Kanten zurucklassen.
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(i) Nach Konstruktion bekommen wir einen Weg. Man hat
immer einen zusammenhiangenden Graphen, kann also
keine Kanten zuricklassen.

Wir hinterlassen keine Kanten! '
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(i) Nach Konstruktion bekommen wir einen Weg. Man hat
immer einen zusammenhiangenden Graphen, kann also
keine Kanten zuricklassen.

Wir hinterlassen keine Kanten! '
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IDEA is ¢ series of nonverbal algorithm assembly instructions by
, and . They were originally created for Sandor's
at TU Braunschweig, but we hope they will be useful in all sorts of context.
We publish them here so that they can be used by teachers, students, and curious people alike.
Visit the to learn more.
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IDEA is ¢ series of nonverbal algorithm assembly instructions by Sandaor P. Fekete, Sebastian
Morr, and Sebastian Stiller. They were originally created for Sandor's algorithms and
datastructures ecture at TU Braunschweig, but we hope they will be useful in all sorts of context.
We publish them here so that they can be used by teachers, students, and curious people alike.

Visit the about page to learn more.
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Musik...

Ilbzr 5|eben Brucken musst du geh |
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Some citizens 01( Kbnigsberg
Were walking on the strand

Beside the river Pregel

With its seven ]:mclges sl:)anneclf
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Those bt rghers did beseech

“We’ll walk the seven briclges o’er
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And pass but once bg each.”
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“Oh E‘uler, come and walk with us!”
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“It can’t be done” then Euler cried.

l
“‘Here comes the Q. E. D.

Your islands are but vertices,

And all of odd clegree!”
You can’t walk this!
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@TURNTABLES

Eure Profs legen auf!

20.11.2025

Einlass 21 Uhr | Beginn 21:30 Uhr | VVK 5€/Karte inkl. ust

TU BRAUNSCHWEIG Backhaus -+ Balke - Beerhues - Bréring
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20.11.2025

Einlass 21 Uhr | Beginn 21:30 Uhr | VVK 5€/Karte inkl. ust

TU BRAUNSCHWEIG Backhaus -« Balke - Beerhues -+ Broring
Duking -« B. Engel -( Fekete » Hecker « Heinze - Henke - Johns
Jorswieck + Karrasch - Kauffeld -« Kloft « Koch - Kéoster
Langemann + Moller -+ Recher - Robra-Bissantz - Schilde
Schwerdtner - Surzhykov - Taddicken « Tamm - Thim < Vietor
Voigts - Vollrath - Walla - Wolf OSTFALIA Andronis -« Blsching
Daubler « Genning -+ Heikel + Like « Royer -+ Schilling
Schobert » Simon . Vakalopoulos - Zindler UND WEITERE Kranz

>>>>>>>>>>>>>> Happy Hour 21-22 Uhr <<<<<<<<<<<K<<<



~ SPENDENZIELE
Alzheimer Gesellschaft Braunschweig e.V.

Kinderhospiz Lowenherz e.V.
Frauenberatungsstelle Braunschweig

VERANSTALTER

Leo Hilfswerk Heinrich der Lowe e.V.
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Time Main Red Room Eule Kiosk X0

Floor
21:30 Daubler Backhaus Thiim Schobert Schilde Schonherr Heinze Surzhykov Johns
22:30 Kloft Moller B. Engel Vietor Balan Karrasch Koch Hecker \"E1E
picHcio) Langemann Zindler Kranz Kauffeld | Fekete | Liike Beerhues Schilling Genning
00:30 Royer Kdster Diiking Voigts Jorswieck Tamm Broring Henke Taddicken

.. . . . . Robra-
01:30 Biisching Balke L. Wolf Schwerdtner Simon Recher Heikel Andronis Bissantz
02:30 |vakalopoulos Weitere Infos auf (8 @profsatturntablesbs — Anderungen vorbehalten




