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Algorithmen Datenstrukturen
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Locker drauf,
zielorientiert




Algorithmen Datenstrukturen

| get the job done.

What the hell do ||'|” || 1 Can you make it
you want? ol LR without killing

\“ M B yourself?

| don‘t make

things difficult. i | don‘t want to
That's the way o work with you.
they get, all by '

themselves.

Ain‘t got no choice.

I'm getting too old
for this...
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1.1 Was ist ein
Algorithmus?

é
" “Ein Algorithmus 1st eine aus endlich vielen Schritten bestehende
o y § eindeutige Handlungsvorschrift zur Losung eines Problems oder einer
3

Klasse von Problemen,”

eKochrezept

Beispiele: eBedienungsanleitung
eNotenblatt
e Programmablaufplan

Kein Computer ohne Algorithmen!
Keine Informatik ohne Algorithmen!
Kein Informatikstudium ohne Algorithmen!

7


http://de.wikipedia.org/wiki/Problem

1.2 Wie formalisiert man einen 4
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Idee: Abstrakte f:ormalisierung
beliebiger Berechnungen!

ojojlofojlojojojojo]o]o

:
]0|R4'40|L3
111 |1]1/R|5
2 5
[oLRIS] § |
11/LS r




1.3 Eigenschaften von Algorithmen

1.Das Verfahren muss in

emnem endlichen Text

eindeutig beschreibbar sein (Finitheit).
2.Jeder Schritt des Verfahrens muss tatsachlich
ausfiihrbar sein (Ausfiihrbarkeit).

3.Das Verfahren darf zu ;

edem Zeitpunkt nur

endlich viel Speicherplatz benotigen

(Dynamische Finitheit,

siche Platzkomplexitat).

4.Das Verfahren darf nur endlich viele Schritte
benotigen (Terminierung, siche auch

Zeitkomplexitat).



http://de.wikipedia.org/wiki/Platzkomplexit%C3%A4t
http://de.wikipedia.org/wiki/Terminiertheit
http://de.wikipedia.org/wiki/Zeitkomplexit%C3%A4t

14 Datenstrukturen

Eine Patenstruktur erlaubt es, die fiir eine

Aufgabe notwendigen Informationen

- geeignet zu reprasentieren

- den Zugritf und die Verwaltung wahrend der
Bearbeitung in effizienter Weise zu
ermaglichen.

Mehr Einzelheiten werden uns ab dewm dritten

Kapitel begegnen!

X LI+ XCVII = CXL} 42 + 98 = 140!



1.9 Ausblick

Wir werden uns in dieser Vorlesung wmit verschiedenen
Aspekten von Algorithmen beschaftigen. Dazu gehiren oft
auch Analyse und Verstandnis der zugrundeliegenden
mathewmatischen Strukture. Gerade letzteres macht oft
den eigentlichen Witz aus!
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2.1 Historie

« Alle Knoten sind

ungeracle?!

y “ ~ o Man miisste an
— | allen amcangen oder
aufhoren!
o Das geht nicht an

einem Stiick!

P - — ——

s
-, s A

e beliebige Instanz: Mit mehr als zwei

d

Fuler: (1) Das gilt {:’Llrje
ungeraclen Knoten gibt es keinen solchen Weg.

(2) Man kann auch charakterisieren, unter welchen Be&ingungen

es einen Weg tatsachlich gibt.
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Algorithmus von Hierholzer

INPUT: Ein zusammenhangender Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Eulerweg bzw. eine Eulertour in G

A. Wahle einen Startknoten v (ungerade falls vorhanden);

B. Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W von v aus zu bestimmen;

C. Solange es noch unbenutzte Kanten gibt:
C.1. Wahle einen von W besuchten Knoten w mit positivem Grad im Restgraphen;
C.2.Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W’ von w aus zu bestimmen;
C.3.Verschmelze W und W'

D. STOP

C hem—— s



2.3 Eulerwege

Es geht auch anders!

Wir hinterlassen Kanten?! l
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Algorithnmus von Fleury

INPUT: Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Weg in G.

1. Starte in einem Knoten v, (ungerade, sonst beliebig);

2. Solange es eine zum gegenwadrtigen Knoten v; inzidente unbenutzte Kante {v;, vj} gibt:

2.1. Wahle eine dieser Kanten aus, e ={Vi’ v, 1ger den Restgraphen zshgd. lasst

2.2. Laufe zum Nachbarknoten V;

2.3. Losche die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.

2.4.Setze Vi= Vo

1:= J

2.5.Setze i := i+l

3. STOP

S p——— 16
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Zusammenfassung Kapitel 2!

Can U Walk This?




Kapitel 3: Suche in Graphen
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5.1 \/orsl:)ann

e Produktivster Mathematiker aller Zeiten (~1500 Artikel)

o “Zweitbedeutendster Mathematiker nach Euler”

‘ Erdos-Zahl ‘
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Erdds +1  +2

Paul Erdos, 191%5-1996 ‘
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Kapitel 3.3:
Zusammenhangskomponenten
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Algorithwmus 3.7

INPUT: Graph G = (V,E), Knoten s

OUTPUT: Knotenmenge Y C V, die von s aus erreichbar ist,

Kantenmenge T & E, die die Erreichbarkeit sicherstellt

Sei R:={s}, Y:={s}, T:=0
WHILE (R+®) DO {
2.1. wahle Element ve R
2.2. IF (es gibt kein we V\Y mit e={v,w} € E) THEN
2.2.1. R:=R\{v}
2.3. ELSE {
2.3.1. wahle ein we V\R mit e={vw} € E;

232.setzeR:=Rufw} Y := Yuiw} T:=Tue};




Kapitel 3.4:
Wartenschlange und Stapel
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Kapitel 3.5:
Tiefensuche und Breitensuche
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Die Funktion f(n) := 2" liegt...

+ ot

e ... nur in (3"). f(n)

o ...in O(3"). g(n

3’1?,




Wofiir ist das gut?

Ein algorithmisches Problem

. n Puzzleteile

Ebola-Infektionsfalle 2014 liou....
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Laufzeit von DFES und BFS
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Algorithmus 3.7

INPUT: Graph G = (V,E), Knoten s

OUTPUT:  Knotenmenge Y C V, die von s aus erreichbar ist,

Kantenmenge T C E, die die Erreichbarkeit sicherstellt

9 Sei R:={s}, Y:={s}, T:=0
2. WHILE (R#0) DO { g
2.1. Wihle ve R X
2.2. TF (es gibt kein we V\Y mit e={vw}cE) THEN q @’

2.2.1. R:=R\{v}

2.3. ELSE {
2.3.1.Wadhle ein w € V\Y mit e=fyw} € E ‘

2.3.2.Setze R:=Rufw}, Y:= Yuiw}T:=Tu{e}

Ve U7
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Algorithmus 3.7

INPUT: Graph G = (V,E), Knoten s

OUTPUT:  Knotenmenge Y C V, die von s aus erreichbar ist,

Kantenmenge T C E, die die Erreichbarkeit sicherstellt

1. Sei R:={s}, Y:={s}, T:=0

Adjazenzliste!

2. WHILE (R#®) DO {

2.1. Wadhle ve R
2.2. IF (es gibt kein we V\Y mit e={v,w}cE) THEN
2.2.1. R:=R\{v} - i

2.3. ELSE {

Ug

2.3.1.Wadhle ein we
2.3.2. Setze R := R

11111 01 1

\) ‘U@VU] ’05@4}2@ V3 Vg @0’01 Vs U7 Vg Vg4 § Vg 05@07 VU5 U4y X

}
}
3. STOP
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Eigenschaften von DFS und BFS
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3.9 DES vs. BES

Einfach gesagt:

e DFS ist eine bestmogliche individuelle Suchstrategie mit
lokaler Information.

e BFS ist eine bestmogliche kooperative Suchstrategie mit
globaler Information.

Konkret:

e DFS ist gut geeignet fiir die Suche nach einem Ausweg aus
einem Labyrinth.

e BFS ist gut geeignet fiir die Suche nach kiirzesten Wegen in
einem Graphen.

—



3.9 DES

Satz 3.16 (Lokale Suche mit DFS)

(1) DES findet in jedem zusammenhangenden Graphen
mit n Knoten einen Weg der Lange hochstens 2n-1,
der alle Knoten besucht.

(2) Fiir jede lokale Suchstrategie gibt es einen Graphen
mit n Knoten, so dass der letzte Knoten erst nach einer
Weglange von 2n-1 besucht wird.




A. LOS bei ,NULL"
B. Bis ,ANGEKOMMEN!":
® Solange du noch nicht aufgestanden warst:

> W$n ein oder mehrere direkte Nachbarn
aursrtehen:

1. Einen dieser Nachbarn merken
2. In der nachsten Runde:
2.1. aufstehen
2.2. Zahl merken
3. In der ubernachsten Runde hinsetzen
C. Nach ,,ANGEKOMMEN!":

® Auf gemerkten Nachbarn zeigen

—
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Zusamwenfassung Kapitel 3!
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Dynamische Datenstrukturen
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4.1 Grundoperationen

Aufgabenstellung:

o Verwalten einer Menge S von Objekten
o Ausfiithren von verschiedenen Operationen

(s.u.)

Im Folgenden:

S Menge von Objekten
k Wert eines Elements (“Schliissel”)
X Zeiger auf Element

NIL spezieller, “leerer” Zeiger

42



4.1 Grundoperationen

SEARCH(S.kK): “Suchein S nach k”

Durchsuche die Menge S nach einem
Element von Wert k.

Ausgabe: Zeiger x, falls x existent
NIL, falls kein Element Wert k hat.

43



4.1 Grundoperationen

INSERT(S.x): “Fugexin S ein”

Erweitere S um das Element, das unter der
Adresse x steht.

44



4.1 Grundoperationen

DELETE(S.x): “Entferne x aus S”

L.osche das unter der Adresse x stehende
Element aus der Menge S.

45



4.1 Grundoperationen

Langsam:

e O(M): hineare Zeit

Alle Objekte anschauen

Sehr schnell:
e O(1): konstante Zeit

Immer gleich schnell, egal wie grof S ist.

Schnell:
e O(log n): logarithmische Zeit

Wiederholtes Halbieren

——  ——

46




I 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
ol ok 4 ips|6]9(8]4]

kopf1Q] =7 ende[Q] =12

ENQUEUE: 17, 3, 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
ol3lsT T 1| 1slelojs|4(17

) A

ende(Q) =3  kopf[Q]=T7

DEQUEUE:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 12
o35} fid [ [15]6]9]8[4]17

} A

ende[Q] =3 kopf(Q]=38

47



4.3 Verkettete Listen

Meo: | WfrteZImmer

Ordne Objekte nicht explizit in aufeinanderfolgenden
Speicherzellen an, sondern gib jeweils Vorgianger und
Nachfolger an.

48



Loschen aus einer doppelt verketteten Liste

® kopir] —>{Z128] =L To] 1=—=1 De] =—1 |2 -

— e——— e ]
£ KLl 37108 et |9 e TE 10K Kp o T T4

L1ST-SEARCH(L, k)
1 z « kopf|L]

Laufzeit: O(n) l :23 whileda(:) 7; lijnL;r;}ciff;]leﬁssel[x] #k
4

return z

LiST-DELETE(L, )
1 if vorg|z| # NIL
°x. ' 2 then nachf [vorg[z]] < nachf|x]
Laufzeit: 0(1) 3 else kopf[L] < nachf|[z]
4 if nachf|x] # NIL
5 then vorg[nachf[z]|] — vorg|z]

49



44 Binare Suche

Aufgabenstellung:
e Rate eine Zahl zwvischen 100 und 114!

50



Algorithwmus 4.

INPUT: Sortierter Array mit Eintragen S[I], Suchwert WERT,
linke Randposition LINKS, rechte Randposition RECHTS,

OUTPUT:  Position von WERT zwischen Arraypositionen LINKS und RECHTS, falls existent

BINARESUCHE(S,WERT,LINKS,RECHTS)

1. WHILE (LINKS<RECHTS) DO {

INKS + RECHTSJ
2
1.2. IF (S[MITTE]=WERT) THEN

1.1. MITTE:= |"-

1.2.1. RETURN MITTE

1.3. ELSEIF (S[MITTE]>WERT) THEN
1.3.1. RECHTS:=MITTE-1

1.4. ELSEIF
1.4.1. LINKS:=MITTE+1

;

2. RETURN "WERT nicht gefunden!”

91




WP P iy S -

BINARESUCHE(S WERT,LINKS RECHTS)

PP

. WHILE (LINKS<RECHTS) DO {

INKS + RECHTSJ
2

1.2. IF (S[MITTE]=WERT) THEN

1.1. MITTE:= ‘_L

1.2.1. RETURN MITTE

i PRSI S AR N S S —

| Aufgabenstellung

1.3. ELSEIF (S[MITTE]>WERT) THEN

1.3.1. RECHTS:=MITTE-1

1.4. ELSEIF

e Finde eine gesuchte Zahl
in der gegebenen
sortierten Menge!

1.4.1. LINKS:=MITTE+1

}

. RETURN “WERT nicht gefunden!”

. | .
2 Sy bbbl g n .l - il st i, B e i Mgt < Adin ..M,W\

Al




44 Bindre Suche

Satz 4.2

Die binare Suche terminiert in O(log(RECHTS-LINKS)) Schritten
(fiir RECHTS>LINKS).

Bewels:
Selbst!

93



4.5 Binare Suchbaume

Ideen:

o Strukturiere Daten wie im moglichen
Ablauf einer binaren Suche!

e Erziele logarithmische Zeiten!

94



Struktur einer doppelt verketteten Liste

vorg schliissel nachf

\ 1/
(@)  kopf[ L] 210 I {16 ™ P s e A P
b) kopilL] —>/|25| Te—1 9| TTe—1] [16] Te—1 |4 e—1 |1
(c) kopAiL] —>{/|25| L2 D e Y O

e Fiige vorne das Element mit Schliissel 25 ein. l
e Finde ein Element mit Schlussel 1 und losche es. '

99
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4.5 Binare Suchbaume

Definition 4.3

(1) Ein gerichteter Graph D=(V,A) besteht aus einer endlichen

Menge V von Knoten v und einer endlichen Menge von gerichteten
Kanten, a=(v,w). (vist Vorganger von w.)

(2) Ein gerichteter Baum B=(V,T) hat folgende Eigenschaften:

(i) Es gibt einen eindeutigen Knoten w ohne Vorgianger.

(ii) Jeder Knoten auBler w ist auf einem eindeutigen Weg von
w aus erreichbar; das heif3t insbesondere, dass v einen
eindeutigen Vorginger (Vaterknoten) hat.

(3) Die Hohe eines gerichteten Baumes ist die maximale Lange
eines gerichteten Weges von der Wurzel.

(4) Ein bindrer Baum ist ein gerichteter Baum, in dem jeder

Knoten hochstens zwei Nachfolger (“Kindknoten”) hat. Einer ist
der “linke” 1] v], der andere der “rechte”, r[v].

(v Fmeaiie )
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4.9 Binare Suchbaume

Definition 4.3 (Forts.)

(5) Ein binarer Baum heif3it voll, wenn jeder Knoten zwei oder
keinen Kindknoten hat.

(6) Ein binarer Baum heiBt vollstandig, wenn zusitzlich alle
Blitter gleichen Abstand zur Wurzel haben.

(7) Ein Knoten ohne Kindknoten heif3t Blatt.

(8) Der Teilbaum eines Knotens v ist durch die Menge der von v

erreichbaren Knoten und der dabei verwendeten Kanten definiert;
der linke Teilbaum ist der Teilbaum von 1] v].

(9) In einem binaren Suchbaum hat jeder Knoten v einen
Schliisselwert S[v],und es gilt:

- S[u]=<S|v] fir Knoten u im linken Teilbaum von v

- S[u]>S|v] fiir Knoten u im rechten Teilbaum von v
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TREE-MINIMUM(Z) TREE-MAXIMUM(Z)

1 while links[z] # NIL 1 while rechts[z] # NIL
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ITERATIVE-TREE-SEARCH(Z, k)

1 while z # NIL und k # schliissel(z]
do if k < schliissel[z]

3 then z « links(z]

4 else z « rechts|z]

5 return =z
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TREE-SUCCESSOR(z)
if rechts[z] # NIL
then return TREE-MINIMUM(rechts|z])
y « plz]
while y # NIL und z = rechis[y]
doz—y

y < plyl
return y
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4.5 Bindre Suchbaume

Satz 4.4

Suchen, Minimum, Maximum, Nachfolger,
Vorganger konnen in einem binaren
Suchbaum der Hohe h in Zeit O(h)

durchlaufen werden.

Bewels:

Klar, der Baum wird nur einmal vertikal
durchlaufen!
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Einfiaen im Suchbaum N\

?“"

[

TREE-INSERT(T, 2)
y < NIL N
x — wurzel[T) §
while z # NIL §
doy«z \§

if schliissel|z] < schliissel(z]
then z « links(z]
else z « rechts(z]

plz] — v
if y = NIL
then wurzel[T) « z > Baum 7" war leer
else if schlisselz) < schliisselly)
then links[y] « 2
else rechts(y] « z

7/
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4.5 Bindre Suchbaume

Satz 4.5
Einfiigen benotigt O(h) fiir einen binaren
Suchbaum der Hohe h.

Beweis:
Klar, der Baum wird nur vertikal abwarts
durchlaufen!

............................
...........................
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4.1 Grundoperationen

DELETE(S.x): “Entferne x aus S”

L.osche das unter der Adresse x stehende
Element aus der Menge S.
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TREE-DELETE(T, z)
1 if links[z] = NIL oder rechts|z] = NIL

HRNRNNEN

then y « 2
else y «— TREE-SUCCESSOR(z)
if links[y] # NIL
then z — links[y]
else z « rechts[y]
if z # NIL
then plz] — p[y]
if ply] = NIL
then wurzel[T) — z
else if y = links[p[y]]
then links[ply]] — z
else rechis[py]] — z
if y#z
then schliissel(z] — schliissel[y]

kopiere die Satellitendaten von y in 2
return y
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4.5 Bindre Suchbaume

Satz 4.6

Loschen benotigt O(h) fiir einen binaren
Suchbaum der Hohe h.

Bewels:

Klar, der Baum wird i.W. nur einmal
durchlaufen!
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4.5 Binare Suchbaume

Schnell:
e O(log n): logarithmische Zeit
e O(h): Tiefe des Baumes

Also: Wie konnen wir die Tiefe des Baumes
auf O(log n) beschranken?
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4.6 AV-Baume

Definition 4.7

(1) Ein bindrer Suchbaum ist hohenbalanciert, wenn sich fiir

jeden inneren Konten v die Hohe der beiden Kinder von v um
hochstens 1 unterscheidet.

(2) Ein hohenbalancierter Suchbaum heifit auch AVL-Baum.
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4.6 AV-Baume

Satz 4.8

Ein AVL-Baum mit n Knoten hat hochstens Hohe O(log n).

Beweis:
Wie gesehen!

Damit noch offen:

Wie erhilt man Hohenbalanciertheit in dynamischen Situationen?
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Aufgabe:
e Fuge 54 ein!
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Einfigen

Idee:

e Hohenbalanciertheit andert sich beim Einfiigen einzelner
Elemente nur wenig - und lokal!

1 P — |
/ \
. 9 i @ " \ / \
2 \
ANREE o \ : [ \
& / I
) \ |
l \ 1," R et
{03 GOy T
i 17 \ J
TO | | T_‘Z
LV BAR IR S 4
T,
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Einfiigen

Was tun?

o Teilbaum der 78 ist nicht hohenbalanciert.

e Die Hohe sollte hochstens 3 sein, damit auch der ganze Baum
unter der 44 hohenbalanciert ist.

e Betrachte Knoten 78, Kind 50, Enkel 62!
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44 B 4
5 2 44 .
17 78 2 P
32 50 7 (sg) | ey
BN o 32 < -
l/ “ | \ ey q() 7\
748 62 | ]/A =~ ol Syl
\ e R AT HETIN \ s
| \ 88
\_____I/ Y 3 | \Y| \ T I |
T I \ T | I J < | |
0 | | 2 e T e ) S AGRESE S LD o Dk
o AR S 4
T, To Iy I3

Neuer Baum!

e Hohenbalanciert

e Nur lokale Umsetzung der Knoten 78, 50, 62

e Vorher drei Knoten untereinander.,
jetzt der mittlere tiber zwei anderen.

e ,,Rotation*
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Algorithwmus 4.9

INPUT: Knoten x eines binaren Suchbaumes T, Vaterknoten y, Grofivaterknoten z

OUTPUT:  Binarer Suchbaum T nach Umstrukturierung mit x, vy, z

RESTRUCTURE(x)

1. Sei(a, b, c) die Groflensortierung der Knoten x, vy, z;
seien (Tg . Ty, Tp, Ty) die Grofensortierung der vier Teilbaume unter X, v, z, die nicht Wurzeln x, v,
z haben

2. Ersetze den Teilbaum mit Wurzel z durch einen neuen Teilbaum mit Wurzel b.

3. Setze a als linkes Kind von b, mit Ty und T; als linken und rechten Teilbaum unter a;

setze ¢ als rechtes Kind von b, mit T2 und T3 als linken und rechten Teilbaum unter c.

4. RETURN
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Einfiigen

Satz 4.10

Mithilfe von RESTRUCTURE kann man einen AVL-Baum auch nach
einer Einfiige-Operation hohenbalanciert halten.

Die Zeit dafur ist O(1).

Beweis:
Angenommen, durch Hinzufiigen eines Knotens v ist der Baum
unbalanciert geworden.

Sei z der nach dem Einfiigen niedrigste unbalancierte Vorfahre von v.
Sei y das Kind von z, das Vorfahre von v ist; y muss zwei hoher sein
als das andere Kind von z.

Sei x das Kind von y, das im selben Teilbaum wie v liegt.
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):

Jetzt ersetzen wir die Teilstruktur z, y, x (3 Knoten untereinander)
durch eine Teilstruktur mit 2 Knoten unter einem.
Z..z.: Danach ist der Baum ein AVL-Baum!

44 4
17 78 y P
| 3 ) Oy 17 ' 62
32 50 7 (88)° 1 S,
-~ AR nd \ R 2 2
1/~ S~ \ 32 50 78
L7 (48 VA ERe2) [ iy ERE e D N
l y S el ng /48)N  (s54)N | |y /(ss
Bt 3 e 107 \\l___/ [ \'| \ T | |
T, 15 : I Al !
0 | L A e st o, PGSO L S b A
p DAY St 4
T, To I I3

Betrachte jetzt die moglichen Anordnungen von x, y, z! '
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Einfigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
Welche Anordnungen gibt es?

(1) x<y=zz

(2) x<z<y

(3) ysx=z
(4) ysz=x
(5) z=x<y

(6)

Z<y=<X

44 4
) < 4 &
(17 78 2 3 "'
i 3 IRy 8% 17 : 62
32 50 7 (88 )\ 1 iy
S A / \ i - Z 2
1 K 2N ; 32 50 78
// 48 \\ M ()2-\ | /l l,"" '“\1 F 3% ’\\l
4 S\ peasdon /(48)N  7(54)\ 1 \ /(88
: Lr(sq )N 7 N / Ve Nt By 4 s> \\
_____ l7 N J x l \| |
B 15 :
Ty | R A P L TR R
LAY S 4
T, To Ty T

89



Einfigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.): l
(1) x<y=z

Der Baum ist wieder hohenbalanciert! '

36



Einfigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(2) x<z<y

44
5 3
17 78
1 i — |
0 5 / \
32 I 50 ; k7 88 \
17~ ~ I \
/’ 48) 6 I I
' \ l/“ '\\\___/
| V7(sa )N 7 \ T—;
Sore _‘I/ \ J +
-—- Lo
Ty | e
0 ST
T,

Der Fall kann nicht auftreten! l
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(3) ysx=z

Der Baum ist wieder hohenbalanciert! '
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Einfigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(4) ysz=x

N —— -

N - — - -

Der Fall kann nicht auftreten! '
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Einfigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(5) z=x=y

Der Baum ist wieder hohenbalanciert! |
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Einfigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(6) z=<y=x

Der Baum ist wieder hohenbalanciert!

Alle Schritte erfordern nur konstant viele Rechenoperationen. '
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Aufgabe:
Losche 32!

17 62
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Laschen

Wieder:
e Verwende RESTRUCTURE!

& |

4
44 62
L~ Y 3 3 < X ‘,
\17)) 62 44 NG
/ \ X /S
| \ 2. 2 e gy Sk 5
I 7\50) '« 78 4 X y \1
"---—’ i 0O ~ 1 // 172 l’/ S0} / \ /(88 )
) N / \
0 ,7 (a8 sa)'\/ ] 7 (ss) | ) fiir 52 Sl \
y . e | & | A 54)\ T, ‘ ,
/\ | \ Tz: I \f__/ | \ Rom o Tt o
‘I\.Z,- ) | \
1 3 Tl

Das reicht in diesem Beispiel! '

Allerdings kann im allgemeinen ein neues Problem auftauchen:
Der neu hohenbalancierte Teilbaum von b kann niedriger sein als

der vorher von z. Dadurch wird eventuell der Vater von z
unbalanciert!
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Loschen

Wieder:

e Verwende RESTRUCTURE!

e Ggf. immer wieder...

Time per
Height level
 PETETTTTTT—— AT N | R AR s b o(l)
AVL Tree T:
———————— o(1)
O(log n) " down phase X
o Y e N o(1)
® L ]
. €
® L
' ——

Hochstens O(log n) RESTRUCTURE-Operationen, jeweils in O(1)! '
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idea-instructions.com/avl-tree/
v1.0, CC by-nc-sa 4.0

1/2

BALANCE TREE
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BALANCE TREE 2/2
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(a)

ldee: Verwende “Farben” um den Baum vertikal zu
strukturieren und zu balancieren!
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ldee: Ordne Bauw so, dass
grifiere Elemente imwmer oben stehen!
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f 4.11.1 Fibonacci-Heaps:

- Heap-Struktur mit sehr schneller amortisierter Zugriffszeit.

Common E Unsorted Self-balancing | Binary Binomial Fibonacci
Operations Linked List binary search tree. heap | heap heap
insert(data,key) Adds data to the queue, tagged with key o(1) O(log n) s)(log O(log n) |O(1)
findMin() -> Returns key,data corresponding to min-value O(log 1]
1= 1 1
e - Ofn) Ofog m) or O(1) () O(1) | 'ge™  O(1)
deleteMin() Deletes data corresponding to min-value key O(n) Oflog n) :\))(IOQ Of(log n) |O(log n)*
Deletes data corresponding to given key, O(log
lete(node 1 I I I ¥
CowcAol ) given a pointer to the node being deleted 2.8 Qcon) n) Ctogn)siOeog n)
Decreases the key of a node, given a pointer Oflog
Key(node 1 I I 1)*
e o i Tt Do e o) Qtegn) o |Cteansio)
.n;err‘ze;(‘:\:aptheapz) Merges two heaps into a third 0(1) O(m log(n+m)) f\))(m i :\))Slﬁg 0(1)

(*JAmortized time

(**)With trivial modification to store an additional pointer to the minimum element

(***)Where n is the size of the larger heap




4.11.1 Fibonacci-Heaps:
- Heap-Struktur mit sehr schneller amortisierter Zugriffszeit.
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4.11.2 Cache-Oblivious B-Trees:
Umgang mit groBen Datenmengen bei unbekannter Cache-Grof3e

CACHE-OBLIVIOUS B-TREES”
MICHAEL A. BENDER!, ERIK D. DEMAINE?, AND MARTIN FARACH-COLTON?

Abstract. This paper presents two dynamic search trees attaining near-optimal performance
on any hierarchical memory. The data structures are independent of the parameters of the memory
hierarchy, e.g., the number of memory levels, the block-transfer size at each level, and the relative
speeds of memory levels. The performance is analyzed in terms of the number of memory transfers
between two memory levels with an arbitrary block-transfer size of B; this analysis can then be
applied to every adjacent pair of levels in a multilevel memory hierarchy. Both search trees match the
optimal search bound of ©(1+logy , N) memory transfers. This bound is also achieved by the classic
B-tree data structure on a two-level memory hierarchy with a known block-transfer size B. The first
search tree supports insertions and deletions in ©(1 +log ;| N) amortized memory transfers, which
matches the B-tree's worst-case bounds. The second search tree supports scanning S consecutive
elements optimally in ©(1 + S/B) memory transfers and supports insertions and deletions in ©(1 +
logp. N + E’%) amortized memory transfers, matching the performance of the B-tree for B =
Q(log N loglog N).

Key words. Memory hierarchy, cache efficiency, data structures, search trees
AMS subject classifications. 68P035, 68P30, 68P20

DOL. 10.1137/S0097539701389956

1. Introduction. The memory hierarchies of modern computers are becoming
increasingly steep. Typically, an L1 cache access is two orders of magnitude faster
than a main memory access and six orders of magnitude faster than a disk access [27].
Thus, it is dangerously inaccurate to design algorithms assuming a flat memory with
uniform access times.

Many computational models attempt to capture the effects of the memory hier-
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4.7 Fibonacci-Zahlen

Leonardo da Pisa,
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Sortieren von Objekten

Gegeben: n Objekte unterschiedlicher Grofie

23 17 13 19 33 28 15

Zahl der Vergleiche:

Gesucht:  Eine Sortierung nach Grofde

,Geht’s nicht noch etwas schneller?”



5.2 Mergesort

C 85 24 63 45 17 31 96 50 j

Css 463 45 ) [17 31 96 50 )
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5.2 Mergesort
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52.3 Laufzeit von Mergesort 2

Wie viele Schritte benotigt Merge-Sort fiir
einen Array der Lange n?

r

I(n)
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5.2.3 Lautzeit von Mergesort

Satz 5.7 (Komplexitat von Mergesort)
Fur einen n-elementigen Array A hat
Mergesort eine Laufzeit von O(n log n).
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Satz 5.6. Fir n Objekte x1, ..., Ty,

bendtigt man zum Sortieren mindestens (2(nlog(n)),

wenn man die Objekte nur paarweise vergleichen kann.
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54.1 Logistische Rekursion

Keinerlei Fixpunkte -
deterministisches Chaos:

£(x)

1.0-1"

09—1-~— . o o o w wow =

0.8

0.7 \\\

0.6~ /

051 /
ot/

034 [ \
/ \
\
02+ [ \
/ \
01/ \
1 l | 1 l l | 1 l \\ N\
| I | | | | | | | R T4
0. 02 03 04 05 06 07 08 08 10
x0=0. 02

122



54.1 Logistische Rekursion

Grenzen der Kausalitat!

Predictability: Does the flap of a
butterfly’s wings in Brazil set off a
tornado in Texas?

Edward Lorenz
(1917-2008)
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54.2 Vie Mandelbrotmenge

Ausschnitt:

-> Filme!
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54.5 Fraktale

Pro Iteration:
Lange wachst um
Faktor 4/3

\

|)Cl'i meter gl"()\\w’ S ] ]
Hausdorff-Dimension

des Randes:
log(4)/log(3)
=1.2618595...

with each addition

Flache:

/ o Lange wachst um
area never grows past this circle Faktor 4/3
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544 Zellulare Automaten
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INPUT:

OUTPUT: Zwei Subarrays A[p r]

mit A[1]<A[q] und A[q]<A[j] fiir i=p,...,q-1 und j=q+1,...,r

! pu :

2[8[7]1]3[5]6]

PARTITION(A, p,7)
T — Alr|
1—p-—1
for j—ptor—-1
do if A[j] <=z
then i —:+1
vertausche A[i] « Alj]

vertausche Afi + 1] — A[r]
return i + 1

1
2
3
4
9
6
7
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5.9 Quicksort

Satz (Komplexitiat von Quicksort)
Fur einen n-elementigen Array A hat
Mergesort eine erwartete

Laufzeit von O(n log n).
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[Blum, Floyd, Pratt, Rivest, Tarjan 1973]

Satz 5.23
Der Median fur » Zahlen kann in O(n) berechnet werden.

Beweisidee:
X ={1,22,10,13,24,6,18,21,4,25,11, 16, 2,20,8,17,5,12,19, 14, 3,9, 15,7, 23}

N WA FE
Iii n9|ii 5 -
ol zill 2z B2 g
130 4 W20l 19 .
202510 s B 14

® Sortiere die Flnfergruppen. ¢ ¢ ¢ ¢ ‘
N7 2

EAEHE
7l A E2 i K
1sPH1sP 1114 0 9
22021 16 || 17} 15
24 W25 020 19 | 23

® Gruppiere die Zahlen in Finfergruppen.
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Medians [Blum, Floyd, Pratt, Rivest, Tarjan 1973]

Beweisidee (Forts.):

® Berechne den Median der Mediane. — i1 21 5] 3

1061 8 12| 7 n
13 18| 11 | 14| 9 T(—)
22 | 21 | 16 | 171 1* 5

24| 251~

e = o) ...
c

3
T(n) ~ ()
4
m i
Yaf=g+3=9 <1
’L=]. }
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Algorithmen und Datenstrukturen 2

Sommersemester 2021

Startseite Vorlesungen Organisation Kapitel ~ Konta's Archiv

Sta rtse i te Startseite / Algorithi ¢ ‘Iukturen 2

Algorithmen und Datenstrukturen 2

Die Vorlesung Algorithmen und Datenstrukturen 2 ist eine Wahlpflichtveranstaltungg"
der Informatik, Wirtschaftsinformatik, Informations- und Systemtechnik; auRerdenSesEs
interessierte Studierende anderer Studiengange.

. . . . . . Voraussic
Algorithmen sind das methodische Herz der theoretischen und praktischen Informatik;

Datenstrukturen erméglichen die effiziente Umsetzung von Algorithmen und den effizienten Zugriff
auf Input- und Outputdaten. In dieser weiterfiihrenden Vorlesung werden die folgenden
grundlegenden Begriffe erarbeitet:

Veranstalt®
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