Technische
% Universitit
Braunschweig

y . LA S
S % oS ’ Jy S— | i, :
o " A & ¥ / ‘ . . : \
AP/ A 8> Y | L
§ N °

Mathematische Methoden der Algorithmik - Vorlesung #09

Arne Schmidt



Letzte Woche

Technische
* Universitit Arne Schmidt | MMA, VL 09 | Seite 2

& Braunschweig




o,
3 (&
O ) >
8L 1
£ P
/NS “‘Q‘

~

p
's% Technische

Universitit
Braunschweig

3z + 2y < 12

14 . .......... . ........ . N :
! s . : x
1 2 3 4

Branch-and-Bound, Cutting Planes
- Branch-and-Cut

Gomory-Cuts, Zero-Half-Cuts, Clique Cuts, ...
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Zwei binare Variablen heifden inkompatibel, wenn sie nicht gleichzeitig den Wert 1
annehmen konnen.

Eine Clique ist eine Menge paarweise inkompatibler Binarvariablen B:
C € B:Vx;,x; € C: x;, xj sind inkompatibel

Ein Clique-Cut ist dann der Constraint ), ;e xj < 1

Beispiel:
x+y<lx+z<1ly+z<1l=>x+y+z<1

Die Constraints missen nicht immer so einfach zu erkennen sein, sondern man muss
propagieren (betrachte, was passiert, wenn eine Variable auf 0 bzw. 1 gesetzt wird).
Etwas verallgemeinert kann die Kombination von 0-1-Belegungen betrachtet werden!
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Cover Cuts

Betrachte einen Constraint der Form
alx <z
Wenn x € {0,1}", ist es einfach kleine Mengen C zu finden, die folgende Eigenschaft hat.

zaixi > Z

LEC

Ein Cover Cut bzgl. C ist dann ein Constraint der Form

29@S|C|-1

ieC
Gerade beim Knapsack Problem tauchen diese Cuts haufig auf (,welche Auswahl ist sowieso
zu schwer”), daher werden sie oft auch Knapsack Cut genannt.
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Graphenprobleme - Maximale Fliisse
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Flusse

Gegeben: Ein gerichteter Graph D = (V, A), eine Kapazititsfunktion u: A -» R*, Knoten s,t € V.
Gesucht: Eine Flussfunktion f: 4 » R* mit
* fo=<Uu, (,Kapazitiatsbeschrankung®)

* VU EV\{S,t}: Y oest ) fo = Dees-@) fe (,Flusserhaltung”)
* Deest() fs — Lees-(v) fs grofitmaoglich.

Oft spricht man bei der Eingabe auch von Kapazitit ———__
einem Netzwerk N = (D, u, s, t). (5,6)

Flusswert /
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Fliisse als LP

Mit Hilfe eines LPs kann man das recht einfach losen.

max fe
e=(s,v)EA
S.t.
fe < U, Ve € A

Constraints dieser Form heifden auch
Je = Z Je =0, vv €V Ls t] Flow-Constraint.

e=(v,W)€EA e=(W,v)EA

fe 20

Das duale LP dazu sieht allerdings nicht ganz so htibsch aus.

Wichtig bei Fliissen ist, dass ein Fluss immer in s-t-Pfade zerlegt werden kann (vor allem
wegen Flusserhaltung). Damit lasst sich ein anderes LP modellieren.
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Fliisse als LP 11

Jeder s-t-Pfad erhoht den Fluss um den entsprechenden Wert. Eine Kante kann dabei in
mehreren Pfaden auftauchen. Entsprechende Werte addieren sich und diirfen die Kapazitat

nicht tiberschreiten!

max Z Xp Warum eignet sich dieses LP nicht, um das Problem zu
s—t—Pfad P 16sen?

S.t.

. , _ '
2 xp < Uy, Ve € A Exponentiell viele Variablen!

eebP

o >0 Aber Uiber das duale lasst sich was spannendes sehen!
P
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Das Duale zum Fluss-LP

Jeder s-t-Pfad erhoht den Fluss um den entsprechenden Wert. Eine Kante kann dabei in
mehreren Pfaden auftauchen. Entsprechende Werte addieren sich und diirfen die Kapazitat
nicht iberschreiten!

max Z Xp minz: UeYe
s—t—Pfad P e€EA
S.t.
>
Z:xpSue, Ve € A Zy321 Vs —t—Pfad P
eepP eeP
Xp > 0 > 0

Von jedem Pfad soll also eine Kante ausgewahlt werden, ein so gennanter Cut. Dabei soll die
Summe der Kapazitaten dieser Kanten kleinstmaoglich sein, also ein minimaler Cut.
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Minimum Cut Problem

Gegeben: Ein gerichteter Graph D = (V, A), eine Kapazititsfunktion u: A - R*, Knoten s, t € V.
Gesucht: Eine Menge C mits € C,t € C und )¢5+ (c) Ue Minimal

min z ueye Kapazitét _\(r‘()
), O

eecA
s.t. /
Flusswert
ZyeZL Vs —t—Pfad P > !
eepP
Ye € 10,1} (
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Minimum Cut Problem

Gegeben: Ein gerichteter Graph D = (V, A), eine Kapazititsfunktion u: A - R*, Knoten s, t € V.
Gesucht: Eine Menge C mits € C,t € C und )¢5+ (c) Ue Minimal

min z UV, min z Uee
eeA eecA
S.t. . S.t.
Z:yezl, Vs —t — Pfad P Zyezl, Vs —t — Pfad P
eeP eepP
Ye E {011} ye 2 O
Lemma:

(1) Jede ganzzahlige Losung des MinCut Ips ist eine Losung des MinCut LPs.
(2) Zur optimalen Losung des LPs mit Wert Z existiert eine Losung des IP mit Wert Z.
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Integrality Gap

Betrachte ein Maximierungsproblem P und das dazu duale Minimierungsproblem D.
Dann besteht folgende Beziehung

$ip(P) < ¢p(P) = {1p(D) < ¢1p(D)

Wobei ¢ der jeweilige optimale Losungswert des IP bzw. des relaxierten LPs von P bzw D

entspricht.

Der Quotient g’—P fiur Minimierungsprobleme bzw. ?—P fiur Maximierungsprobleme heifdt
LP IP

Integrality Gap

Korollar: Der Integrality-Gap fiir das angegebene MinCut-IP ist 1.
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Max-Flow-Min-Cut-Theorem

Theorem: Fiir ein Netzwerk N = (D, u, s, t) ist der Wert eines maximalen Flusses gleich dem
Wert eines minimalen Schnittes.

Beweis: Folgt nun nur noch aus starker Dualitat!

Gibt es noch weitere
Graphenprobleme fir die
ein IP mit Integralitygap 1
existiert?
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Graphenprobleme - Kiirzeste Wege
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Kurzeste Wege

Gegeben:

* Ein gerichteter Graph D = (V, A),

« Kostenfunktionc: 4 - RT,

e Knotens,t €V.

Gesucht: Einen gewichtsminimalen Pfad von s nach t.

Wie Modelliere
ich das als IP?

Entlang eines Pfades:
Wenn ich einen Knoten
besuche, muss ich auch
von dort weiter!
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Kiirzeste Wege modellieren

Also, suche eine
Auswahl an Kanten

An jedem Knoten (aufder s und t)
muss etwas herausgehen, wenn
etwas hereinkommt

Eine Kante muss
aus s herausfiithren.
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Kiirzeste Wege Modell

Sei x, eine Entscheidungsvariable, ob die Kante e € A Teil des klirzesten Weges ist.
Dann lost das folgende IP das kiirzeste Wege Problem.

min Z CeXe

eeA
S.t.

2 Xe = 1

eedt(s)

Z Xp — z x, =0, VveV\{st} Theorem:

ecs-(v) Das IP fur das kiirzeste Wege Problem
besitzt Integrality Gap 1.

—> Tafel / Whiteboard!
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Wie sieht das mit etwas
schwereren Problemen aus?
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Graphenprobleme - Vertex Cover
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Wiederholung: Minimum Vertex Cover

Gegeben: Ein Graph G = (V, E).
Gesucht: Eine kleinste Menge IVC € V, sodass fiir jede Kante e = {u, v} entweder u € VVC oder v € VC.

Vertex Cover

Minimum Vertex Cover
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TS LT
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Minimum Vertex Cover als IP

min z X Minimiere Anzahl der ausgewéhlten Knoten.
velv
S.t.
x, + x,, = 1, Ve ={v,w} eV Jede Kante muss tiberdeckt sein.
x, € {0, 1}, VveV Jede Kante darf maximal einmal ausgewahlt sein.
Theorem:

Die Relaxierung des IP ist halb-integral, d.h. in einer optimalen
Basislosung ist x € {0, ¥, 1}".
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Runden von Losungen

Korollar:
Das IP fiir Minimum Vertex Cover besitzt ein Integralitygap von < 2.

Bewels:

Lose die Relaxierung. Runde dann alle Variablen mit = 1 auf exakt 1. Durch Halb-Integralitat

kann sich die Zielfunktion im Wert nur verdoppeln, liefert aber eine ganzzahlige Losung.
Die beste ganzzahlige Losung kann nicht schlechter sein.

§ Braunschweig
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Approximationsmethode: LP-Losungen runden

Kann man zeigen, dass das Runden der fraktionalen Werte den ZF-Wert um maximal Faktor p

verschlechtert und dabei eine giltige, ganzzahlige Losung entsteht, dann approximiert man
das Problem mit Faktor p, d.h. fiir den optimalen Wert P,,,; und dem erhaltenen Wert P;, gilt

PPopt < Py (tir Minimierungsprobleme) bzw pP,,,; = Py, (fur Maximierungsprobleme).

Korollar:
Es existiert eine 2-Approximation fiir Vertex Cover.

Runden muss nicht immer trivial sein! Ggf. muss ein Teil auf- und ein Teil abgerundet werden!
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