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Mastertheorem

(Wir kennen es ja mittlerweile)
Satz 5.9 (Mastertheorem). Sei T : IN — R mit

m

T(n) = ZT(OA@ .n) + 0(n), (5.30)

1=1

wobei a; ER Mmit 0 < a; <1, m € IN und k € R. Dann gilt

O(n*) fir ™ aF <1
T(n)e (O (nk log(n)) fir Y7 af =1 (5.31)
O(n°) mit Y 08 =1 fir Y0 af > 1
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Bisherige Sortierverfahren
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Bisherige Sortierverfahren

Sortiere Teilarrays und merge sie. Beginne mit kleinstem
O0(nlogn) Teilarray (z.B. der Grofie 1)
Bubblesort 0(n?) [teriere n-mal liber das Array und vertausche falsch-stehende
(P-Blatt 4) benachbarte Objekte.

Heapsort 0(nl ) Betrachte Array als Heap, entferne iterativ das grofdte Element
(5. GroRe Ubung) nlogn und stelle die Heap-Eigenschaft wieder her:

Quicksort 0(n?) Pivotisiere und sortiere rekursiv auf beiden Teilarrays weiter.
Radixsort 0 (d(n + k)) Sortiere Zahlen iterativ nach d Ziffern mit Werten 1 bis k.
2 Setze das i-t kleinste Element in der i-ten Iteration an die i-te
0(n?*)
Stelle
2 Setze das i-te Element des Arrays in A[1] ... A[i] an die richtige
0(n?)
Stelle.
f%“f%é Tec.hnis?l'.l_e Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi icksort, Medi kd-Bé Seite 6
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Quicksort - Prinzip

Pivotelement

<x > X
< x > X
<X > X
<x X > X

|

|

Rekursion Rekursion
o'«u.QQ
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Quicksort - Partition

Pivotelement x
Letztes Element im Array

Zwei Zeiger

* i:Letzte Position mit Zahlen < x
* J: Erste Position mit nicht verglichenen
Elementen
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Quicksort - Partition

[ J

O 546 3|8 9|2 17
Pivotelement x ,
Letztes Element im Array l /

O 546 3 2|9 8|1 7
Zwei Zeiger i j
. l Letzte Posijcion mit Zahlen < x 05 46 3 2 1/8 9|7
* J: Erste Position mit nicht verglichenen

Elementen
O 546 3 2 1|79 8

\ J \ J
| |

Rekursion Rekursion
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Quicksort - Details

* Innerhalb der rot und blau markierten Bereiche
gibt es keine Sortierung! Und auch keine Garantie, 0546 321|829
dass die Elemente wahrend des Partition-Aufrufs
diese Reihenfolge behalten.

Eine Vertauschung
*  Wir “verschieben” nicht den ganzen roten Bereich,

sondern tauschen einzelne Paare, um lineare i J
Laufzeit zu erreichen! 05 46 3 2|9 8|1

—> Pro Iteration reicht eine Vertauschung aus!

Alle Elemente

« Es gibt verschiedene Varianten zu pivotisieren, verschieben
und daher verschiedene Versionen von Quicksort.
= In dieser VL wird stets die hier gezeigte Variante O 54 6 3 2 1/9 8

genutzt.
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Quicksort - Laufzeit

| |Best-Case | Average-Case | Worst-Case_

Rekursionsgleichung Worst-Case:

T(n) =

Rekursionsgleichung Best-Case:
T(n) =

MLy,
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Quicksort - Laufzeit

__|Best-Case |Average-Case | Worst-Case
O(nlogn) O(nlogn) O(n?)

Rekursionsgleichung Worst-Case:

n
Tn) =Tn—-1)+0(n) >T(n) € @( i) = 0(n?)
i=1
Rekursionsgleichung Best-Case:

T(n) = 2T (g) + 0(n) = T(n) € 6(nlogn)
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Fragen?
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Mediane
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Mediane - Definition

Rang-k Elementm in X:

[ ] L I .’—r“‘ [ ]
|

Jeder Punkt in diesem
und {xeX:x=>m}|=>2n—-k+1 Bereich ist ein Median!

{x € X:x <m}| =k

Fir einen Median m in X gilt:

x € X:x <m}| < FJ Bei X = {1,2,3,4,5,6,7,8} sind sowohl 4 als auch
2 . .

- 5 ein Median.

und {x € X:x > m}| SIEJ
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Median vs Durchschnitt

Rang-k Elementm in X: Bei X = {1,3,5,7,9} ist die 5 der Median und 5
der Durchschnitt.

{x € X:x <m}| =k
Bei X = {1,3,5,7,984} ist die 5 der Median und

und {ixeX:x=>m}l=n—-k+1 200 der Durchschnitt.

Der Median m minimiert

Fir einen Median m in X gilt:
[x € X:ox <m}l < |2 ,;(lx_ml
und {x € X:x >m}| < BJ Der Durchschnitt D minimiert
> (x-p)?
xeX
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Mediane - Algorithmus (I)

Naive Idee
Sortieren und das Element an der

k-ten Stelle ausgeben

Laufzeit: ©(nlogn) Geht das besser?

Nutze das Prinzip von Quicksort

Pivotisiere und arbeite rekursiv auf
einem Teil weiter

Dazu stellen sich die Fragen:
1. Auf welchem Teilarray geht es weiter?
2. Ist das schneller als ®(nlogn)?

o™i
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Mediane - Algorithmus (II)

1. Aufwelchem Teilarray geht es weiter?
Nach Pivotisierung:

A[1] A[2] v |A[i=1] | A[] |ALi+1]

Aln—2] [A[n—1]

~

i — 1 kleinere Elemente

N /I\

Pivotelement
3 Fille:
1. Fallsk < i,
2. Fallsk =1,

3. Fallsk > i,

) .
Sigt| 3%t Technische

Y

n — i grofdere Elemente

v
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Mediane - Algorithmus (II)

1. Aufwelchem Teilarray geht es weiter?
Nach Pivotisierung:

A[1] A[2] o |A[i=1] | A[] [A[i+1] | .. |An-2] |A[n—-1]

~

i — 1 kleinere Elemente

N /I\ ~

Pivotelement n — i grofdere Elemente
3 Falle:

1. Falls k < i, suche im linken Teilarray nach dem k-ten Element.
2. Falls k = i, dann haben wir das k-te Element gefunden!

3. Falls k > i, suche im rechten Teilarray nach dem (k — i)-ten Element.

) .
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Mediane - Algorithmus (III)

2. Istdas schneller als @(nlogn)?

Wie bei Quicksort kann grofieres Teilarray n — 1 Elemente enthalten. Dadurch Laufzeit Q(n?)

Idee: Wahle besseres Pivotelement 3 5 4 8 71/1322 1 9 15|10 6 2114 O
1. Teile Array in 5er Gruppen 3 1310 o 310
0(1), H mal
2. Bestimme Median in jeder Gruppe 5 22 6 also ©(n) 4 9 6
3. Bestimme Median der Mediane m 4 121 @ m
4. Benutze m als Pivotelement 8§ 9 14 71514
/7150 8 2221

34 5 7 81 9 0 6§13 1522 1421
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Mediane - Analyse

Wie viele Zahlen gibt es, die grofier/kleiner als m sind?

Sortiere die t 5er Gruppen gedanklich nach deren Median

Jeweils

sortiert

LL,

of

A8 Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Quicksort, Mediane, kd-Baume | Seite 24
j.’ < Braunschweig
A%

o .
%1; Technische

%

&

c.ﬂ
&
p )
3A
R

Q'-Ns

I3



Mediane - Analyse

Wie viele Zahlen gibt es, die grofier/kleiner als m sind?

Sortiere die t 5er Gruppen gedanklich nach deren Median

Jeweils

aufsteigend

sortiert

Der rote Bereich enthilt nur Elemente, die hochstens m sind.

o7y

i3t "’3 Technische - - - -
A Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Quicksort, Mediane, kd-Baume | Seite 25
#&  Braunschweig

(AT )
5C




Mediane - Analyse

Jeweils
aufsteigend
sortiert

A\ 4

Der rote Bereich enthilt nur Elemente, die hochstens m sind. Wie viele sind das?

Bei t Gruppen ist der Median m in der E]-ten Gruppe.
Bei 5er Gruppen sind pro Gruppe mindestens 3 Elemente < m. (wenn der Median < m)
Entsprechend gibt es mindestens 3 - E] viele Elemente < m.

Damit gibt es maximaln — 3 - E] <n- 2 t<n-— Z 151 = 1—n Elemente grofier als m.

Analog: Maximal %n Elemente kleiner als m.

Sl Technische X X X X X
3 = %E Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Quicksort, Mediane, kd-Baume | Seite 26
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Mediane - Laufzeit

Wir haben also als Laufzeit:

T(n) = T(%n) + T(1—70n) + 0(n)

Besti Medi Rekursion | Aufteilen in Gruppen /
estlmmung edlan .e ursion in o Sortieren je in 0(1) /
der Mediane linke /rechte Teilhalfte Pivotisi

ivotisieren /
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Mediane - Laufzeit

T(n) = T(%n) + T(1—70n) + 0(n)

Mastertheorem
1 7
m = 2, k=1, a1=§,a2=ﬁ
ial _ (1) L ()
et ‘ 5 10
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Mediane - Laufzeit

T(n) = T(%n) + T(1—70n) + 0(n)

Mastertheorem
2 k=1 . ’
m = ) — ) a B ) a = B
15210
2
Zl 11_|_(7)1 2+7 9<1
a: = | — —_— = = -
1 i c 10 70 10~ 10 Fall 1 = T(n) € O(n)
1=
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Fragen?
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kd-Baume
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Motivation

®
Miete in € °
N Problem: ° ® °
1100 Viele Anfragen, ° . °
. o
950 — wenig Zeit! .. PY . ° .
o ° ° ® Y
800 — ° ° ° °
o o [ ]
650 — . °* e °* ®
o °
600 — ° * o o -
° * o °
450 — * o o
o o
300 ° >
I | | I | I |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

MLy,
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Suche Wohnung:

Maximal 875€
Mindestens 600€
Maximal 100m?
Mindestens 70m?

Gib alle Wohnungen
im roten Bereich aus!

Grofe in m?

S sat Technische - - - - -
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Motivation

Arbeit mit Punktwolken, z.B. fiir Laserscans etc.

MLLE
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Motivation

Aufbauend auf solchen Grundideen kommt man dann zu Problemen wie ...

useéutton - spayn hox
Right Moyse button - sgawy sphere
¥SDarrows - move. fotate

Kollisions erkennung Ray Tracing z...B.: Wenn gin Lichtstrahl Flier nach vorne
z.B.: Muss ich wirklich prifen, ob verlauft, muss ich dann echt fiir alle Dreiecke im
diese Kiste mit allen Kisten ganz hinteren Teil der Szene priifen, ob wir den Strahl

hinten links kollidiert? schneiden?

...und mehr!

Technische
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Motivation

Wir stolpern immer wieder tiber Probleme der Art ...

Beantworte schnell Anfragen auf einer grofden Menge von Punkten im Raum (2D, 3D, ...)
Welcher Punkt in der Menge ist am nachsten zu einem gegebenen Punkt?
Finde alle Punkte in einem rechteckigen Bereich im Raum!

Fiir beide Probleme bietet sich die Nutzung von kd-Baumen an.  Mieeine L
. s . 0 . 1100 L4 [ ) [ d
Wir kiimmern uns hier um die zweite Fragestellung. o50 e S e
800 | . ‘. e : *
650 — : . o * . '
600 — . o v et *
450 _' A ¢
T T T T T T

[ 1T 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
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Ideen?

Technische - - - - -
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Idee

* Teile den Raum immer wieder entlang einer Achse auf

* Konstruiere somit einen binaren Suchbaum

* Wechsele die Achse nach jeder Unterteilung

* Teile den Raum entlang des Medians aller enthaltenen Punkte fiir gute Aufteilung

Technische - - - - -
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kd-Baume - Konstruktion/Preprocessing

Algorithmus BUILDKDTREE
Eingabe: Punktmenge P, Rekursionstiefe depth
Ausgabe: Wurzel eines k-d-Baums

if ([P =1)
return Blatt mit diesem Punkt
else if (depth ist gerade)
Teile in zwei Teilmengen P; (< ¢) und P, (> #) an vertikaler Median-Linie
else
Teile in zwei Teilmengen P; (< ¢) und P, (> £) an horizontaler Median-Linie ¢
Setze vief: = BUILDKDTREE(Py,depth+1)
Setze Vyigpt = BUILDKDTREE(P,,depth+1)
Erzeuge Knoten v fiir £ mit vjef und v, 45 als Kinderknoten
return v
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kd-Baume - Beispiel

03 014,
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kd-Baume - Beispiel
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kd-Baume - Search Query

Algorithmus SEARCHKDTREE
Eingabe: Wurzel v eines (Teil-)baums, Rechteck R
Ausgabe: Knoten unterhalb v, die in R liegen
1. if (vistein Blatt)
2. Gib v aus, falls vin R
3. else
4, if (Region(l(v)) ganz in R) REPORTSUBTREE(V)
5. REPORTSUBTREE(1(v)) gibt alle Punkte im
6. else if (Region(l(v)) schneidet R) gegebenen v Teilbaum aus
7. SEARCHKDTREE(I(v), R)
8. if (Region(r(v)) ganz in R)
9. REPORTSUBTREE(r(v))
10. elseif (Region(r(v)) schneidet R)
11. SEARCHKDTREE(r(v), R)
:o %$ E:t:::ﬁ:i Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Quicksort, Mediane, kd-Baume | Seite 44
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kd-Baume - Beispiel

z
3.’4‘:‘-’ Braunschweig
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kd-Baume - Search Query

Laufzeit ist O(yn+ x), wobei x die Algorithmus SEARCHKDTREE
Anzahl an ausgegebenen Elementen ist. Eingabe: Wurzel v eines (Teil-)baums, Rechteck R
Das nennt sich output-sensitiv, d.h. die | Ausgabe: Knoten unterhalb v, die in R liegen
Laufzeit ist von der Grofde des Outputs : -
abhingig, 1. if (v istein Blatt)
2. Gib v aus, falls vin R
Beweisidee: 3. else
Wie viele geschnittene Regionen miissen | % if (Region(l(v)) ganz in R)
betrachtet werden? Man kann die | REPORTSUBTREE(1(v))
Rekursionsgleichung aufstellen: 6. else if (Region(l(v)) schneidet R)
n 7. SEARCHKDTREE(l(v), R)

Q(n) =2+20Q (Z) ' 8. if (Region(r(v)) ganz in R)
Also Q(n) € 0(v¥/n). So viele Elemente | 9 REPORTSUBTREE(r(v))
koénnen gepriift werden, die nicht in R | 10.  elseif (Region(r(v)) schneidet R)
liegen. Die O (x) sind die Elemente in R. 11. SEARCHKDTREE(r(v), R)
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kd-Baume - Hohere Dimensionen

Bisher nur 1D und 2D betrachtet. Laufzeiten fiir k > 2 Dimensionen:
* BuildKDTree: O(nlogn)

1
« SearchKDTree: O(n' "% + x), um x Elemente auszugeben
* FindNearestNeighbor: O(logn) im Durchschnitt

Weiterer Vorteil: Sie benotigen nur O(n) Speicherplatz.
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Fragen?
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Klausur
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Eckdaten
e 12.02.2025 von 8:00 Uhr bis 10:00

* Raumaufteilung wird kurz vorher
bekanntgegeben (Mailingliste &
Webseite)

Universitit

Vorbereitung

Alte Klausuren

Hausaufgaben

Tutorien (Tutoren fragen)
Skript

... detailliertere Infos & Fragestunde
rund um die Klausur:

GU nachste Woche :)
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Gleich hier vorne zum Mitnehmen:
& Originale Altklausuren aus den letzten Jahren ¥
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Nachstes Mal

Wiederholung und Fragestunde

Algorithmen und Datenstrukturen = Ubung #7

Fragestunde

Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi

... schon nachste Woche!
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