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Mergesort

Algorithmus (grob):
1. Sortiere linke Halfte
2. Sortiere rechte Hilfte

3. Flge beide Halften
zusammen (merge)
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Mergesort

function MERGESORT(A, p, 1)

Algorithmus (grob): if D <r then
1. Sortiere linke Halfte

. . , p+rT
2. Sortiere rechte Hilfte g < I_ 5

3. Flge beide Halften
zusammen (merge)

MERGESORT(A, p, q)
MERGESORT(A, g + 1, )
MERGE(A4, p, q, 1)
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Mergesort

Algorithmus (grob): A= 4] 2] 613|157

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

2. A=
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A=
4. A =
5.4 =
6. A=
‘%“E?Q% Technische - - -
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---n --

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

2. A=
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A=
4. A =
5.4 =
6. A=
Fls Technische - - -
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Mergesort

Algorithmus (grob): A= qﬂ#
1. Sortiere linke Halfte

1. A=
2. Sortiere rechte Halfte > 4
3. Fiige beide Hilften '
zusammen (merge) 3.A=
4. A =
5.4 =
6. A=
‘%“E?Q% Technische - - -
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Mergesort

Algorithmus (grob): mn*
1. Sortiere linke Halfte

1. A=
2. Sortiere rechte Halfte > 4
3. Fiige beide Hilften '
zusammen (merge) 3.A=
4. A =
5.4 =
6. A=
‘%“E?Q% Technische - - -
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Mergesort

Algorithmus (grob): A= q

1. Sortiere linke Halfte 1. A = 2 4
2. Sortiere rechte Hilfte

2. A=
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A=
4. A =
5.4 =
6. A=
‘%“E?Q% Technische - - -
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Mergesort

Algorithmus (grob): A= q

1. Sortiere linke Halfte 1. A = 2 4
2. Sortiere rechte Hilfte

2. A=
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A=
4. A =
5.4 =
6. A=
‘%“E?Q% Technische - - -
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Mergesort

Algorithmus (grob): A= q

1. Sortiere linke Halfte 1. A = 2 4
2. Sortiere rechte Hilfte

2. A=
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A=
4. A =
5.4 =
6. A=
‘%“E?Q% Technische - - -
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---n --

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

. o 2. A= 3 6
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4

4. A =
5.4 =
6. A=

e Technische X - -
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Mergesort

1. Sortiere linke Halfte 1. A = 2 4
2. Sortiere rechte Hilfte

Algorithmus (grob): A= n

2. A=
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3
4. A =
5.4 =
6. A=
‘%“E?Q% Technische - - -
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Mergesort

1. Sortiere linke Halfte 1. A = 2 4
2. Sortiere rechte Hilfte

Algorithmus (grob): A= n

2. A=
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3
4. A =
5.4 =
6. A=
‘%“E?Q% Technische - - -
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Mergesort

Algorithmus (grob): A= n

1. Sortiere linke Halfte 1. A = 2 4

2. Sortiere rechte Halfte o 4 =

3. Fiige beide Hilften '

zusammen (merge) 3.A= 2 3

4. A =

5.4 =

6. A=
s%é %%E Liﬁt:::ft';: Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 16
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---ﬂ

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

. o 2. A = 3
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
4. A =
5.4 =
6. A=
e Technische X - -
I %E Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 17
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---ﬂ----

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

. o 2. A= 3 6
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
4. A = 1 )
5.4 = 1 S 7
6. A=
s%%ﬁi Liﬁt:::ft';: Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 18
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---ﬂ----

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

) o 2. A = 3 6
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
4. A = 1 1 )
5.4 = 1 S 7
6. A = 1
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---ﬂ----

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

) o 2. A = 3 6
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
4. A = 1 1 )
5.4 = 1 S 7
6.A= 1 1
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---ﬂ----

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

) o 2. A = 3 6
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
4. A = 1 1 )
5.4 = 1 S 7
6.A= 1 2 1
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---ﬂ----

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

. o 2. A= 3 6
3. Flge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
4. A = L] 1 )
5.4 = 1 S 7
6.A= 1 2 3 1
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---ﬂ----

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

3. Fiige beide Hilften L= ¢ 6
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
4. A = T 1 5
5.A = 1 5 7
6.A= 1 2 3 4 L]
i% %‘ BN - osfeld & Chek-Manh Lot | Mergesort, Master-Theorer, Heapsort | Sete 23

# Braunschwei
wscw g



Mergesort

Algorithmus (grob): ---ﬂ----

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

3. Fiige beide Hilften L= ¢ 6
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
4. A = T 1 5
5.A = 1 5 7
6.A= 1 2 3 4 5 1
i% %‘ BN =1 osfeld & Chek-Manh Lot | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 24
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---ﬂ----

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

3. Fiige beide Hilften L= ¢ 6
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
4. A = 1 5
5.A = 1 5 7
6.A= 1 2 3 4 5 6 1
i% %‘ BN = osfeld & Chek-Manh Lot | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 25
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---ﬂ----

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Hilfte

3. Fiige beide Hilften L= ¢ 6
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
4. A = 1 5
5.A = 1 5
6.A= 1 2 3 4 5 6
i% %‘ BN - osfeld & Chek-Manh Lot | Mergesort, Master-Theorer, Heapsort | Sete 26
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Mergesort - Laufzeit

Algorithmus (grob):
1. Sortiere linke Halfte
2. Sortiere rechte Hilfte

3. Flge beide Halften
zusammen (merge)

LL,

&,
2% Technische X X -
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Mergesort - Laufzeit

Algorithmus (grob): Sei T'(n) die Laufzeit von Mergesort fiir n Elemente
1. Sortiere linke Halfte
2. Sortiere rechte Halfte

3. Flge beide Halften
zusammen (merge)

LL,

e, .
g % Technische

Ao Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 28
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Mergesort - Laufzeit

Algorithmus (grob): Sei T'(n) die Laufzeit von Mergesort fiir n Elemente
1. Sortiere linke Halfte Schritt 1: T (2)
2. Sortiere rechte Halfte 2

3. Flge beide Halften
zusammen (merge)

LL,

e, .
g % Technische
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Mergesort - Laufzeit

Algorithmus (grob): Sei T'(n) die Laufzeit von Mergesort fiir n Elemente
1. Sortiere linke Hélfte Schritt 1: T (2)
2. Sortiere rechte Halfte :

3. Flge beide Halften
zusammen (merge)

Schritt 2: T (2)

LL,

e, .
g % Technische
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Mergesort - Laufzeit

Algorithmus (grob): Sei T'(n) die Laufzeit von Mergesort fiir n Elemente
1. Sortiere linke Halfte Schritt 1: T (2)
2

2. Sortiere rechte Hilfte

. n
3. Flge beide Halften Schr%tt 2:T (2)
zusammen (merge) Schritt 3: 0(n)

LL,

e, .
S8 st Technische
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Mergesort - Laufzeit

Algorithmus (grob): Sei T'(n) die Laufzeit von Mergesort fiir n Elemente
1. Sortiere linke Halfte Schritt 1: T (2)
2

2. Sortiere rechte Hilfte

. n
3. Flge beide Halften Schr%tt 2:T (2)
zusammen (merge) Schritt 3: 0(n)

Zusammen ergibt das:

LL,

e, .
S8 st Technische

¥ 3 Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 32
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Mergesort - Laufzeit

Algorithmus (grob): Sei T'(n) die Laufzeit von Mergesort fiir n Elemente
1. Sortiere linke Halfte Schritt 1: T (2)
2

2. Sortiere rechte Hilfte

. n
3. Filige beide Halften SChr?tt 2:T (2)
zusammen (merge) Schritt 3: 0(n)

Zusammen ergibt das:

n
2

T(n) =2-T(3) +0(n) ‘

LL,

e, .
S8 st Technische
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Losen von Rekursionsgleichungen

n

2) + 0(n) ‘

‘ T(n)=2-T(

MLy,
TS

"%g + Technische - - -
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Losen von Rekursionsgleichungen

‘ T(n) =2-T(§)+0(n) ‘

LL,

&,
S3/a% Technische - - -
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Losen von Rekursionsgleichungen

n
‘ T(n) = 2'T(§)+0(7’l) ‘
Welche Laufzeit
besitzt T (n)

asymptotisch?

LL,

&,
S3/a% Technische - - -
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Losen von Rekursionsgleichungen

n
2

‘ T(n)=2-T( )+0(n) ‘
Welche Laufzeit
besitzt T (n)

asymptotisch?

Welche
Methoden gibt
es?

LL,

&,
S3/a% Technische - - -
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Losen von Rekursionsgleichungen

n
2

‘ T(n)=2-T( )+0(n) ‘
Welche Laufzeit
besitzt T (n)

asymptotisch?

Welche
Methoden gibt
es?

LL,

&,
S3/a% Technische - - -
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Losen von Rekursionsgleichungen

n
2

‘ T(n)=2-T( )+0(n) ‘
Welche Laufzeit
besitzt T (n)

asymptotisch?

Erzeugende

Welche Funktionen?

Methoden gibt
es?

LL,

&,
S3/a% Technische - - -
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Losen von Rekursionsgleichungen

n
2

‘ T(n)=2-T( )+0(n) ‘
Welche Laufzeit
besitzt T (n)

asymptotisch?

Erzeugende

Welche Funktionen?

Methoden gibt

’
€51 Master-Theorem?

LL,

&,
S3/a% Technische - - -
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Losen von Rekursionsgleichungen

n
2

‘ T(n) =2-T(5)+0® ‘

Welche Laufzeit
besitzt T (n)
asymptotisch?

e X Ereugnde
Methoden gibt : :
es?

MLy,
TS

S gt Technische - - -
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Master-Theorem

t Technische - -
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Das Master-Theorem

Technische - - -
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Das Master-Theorem

Satz: Sei T: N — R eine Funktion der Form

T(n) = Z T(a; - n) + 0(nk),
i=1

MLy,
DK

5‘% +. Technische - - -
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Das Master-Theorem

Satz: Sei T: N — R eine Funktion der Form
m
T(n) = Z T(a; - n) + 0(nk),
i=1

wobeim € Nk e Rund0 < a; < 1firallei € {1, ..., m}.

LL,

&,
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Das Master-Theorem

Satz: Sei T: N — R eine Funktion der Form
m
T(n) = Z T(a; - n) + 0(nk),
i=1

wobeim € Nk e Rund0 < a; < 1firallei € {1, ..., m}.
Dann gilt

1Ly

24 Technische - - -
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Das Master-Theorem

Satz: Sei T: N — R eine Funktion der Form

T(n) = Z T(a; -n) + G)(nk),
i=1

wobeim € Nk € Rund 0 < a; < 1flrallei € {1, ..., m}.
Dann gilt

( m

0(n"), fallsz al <1

i=1
m

T(n) € { ©(n*logn), fallsz af =1

i=1
m m

O(n°) mit z ai =1, fallsz af > 1

. i=1 i=1
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o¥ x.?%
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+ Technische X X -
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Master-Theorem (Beispiele)
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Beispiel 1

g) +6- U(E) + 7nlogn — 8n + 15n?

U(n)=3-U( :

Technische - - -
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Beispiel 1

%) +6- U(E) + 7nlogn — 8n + 15n?

U(n)=3-U( :

Also:
1 1
m=9,k=2unda; = =asy =50 = =0 =
Technische
% Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 50
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Beispiel 1

U(n) = 3-U(g) +1‘6-U(%)+7nlogn—8n+15n2

Also:
1 1
m=9,k=2unda; = =asy =50 = =0 =
Technische
% Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 51
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Beispiel 1

n n
_2.77(2 (= _ 2
Un) =3 U(3)+f U(6)+l7nlogn 8n+15nl
\ : J
0(n?)
Also:
m=9,k=2unda1=---=a3=§,a4= -=a9=%
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Beispiel 1

3 6

U(n) = 3-U(E) +1‘6-U(E)+7nlogn—8n+15n2

Y
0(n?)

Also: — e

1
m=9,k=2unda1=---=a3=§,a4=---=a9=

LL,

&,

2% Technische - - -
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Beispiel 1

n n
_ " (" _ >
Un)=3- U(S) +6 U(6)+l7nlogn 8n+15nl
[ ' Y '
0(n?)
Also: — \ B
m=9,k=2unda1=---=a3=§,a4= -:(ngg
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Beispiel 1

3 6

U(n) = 3-U(E)+6-U(E)+7nlogn—8n+15n2

.
_

Also: \
m=9k=2unda; = =@z =~ Qs = = Qg =~
’ 1 3 3’ 4 9 6
Mit
gty
Y 3% Technische - - -
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Beispiel 1

3 6

4

U(n) = 3-U(ﬁ)+6-U(ﬁ)+7nlogn—8n+15n2

—

Also: —
m=9,k=2unda; = =a3 =

MLy,
TS

g"%g £ Technische
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Beispiel 1

U(n) = 3-U(%)+6-U(%)+7nlogn—8n+15n2

4

Also: — )
m=9,k=2unda1=---=a3=§,a4= -:agzg

Mit

9 2 2

Z 2_3.(2) +6-(= L 1.
= 3 6/ 3 6 2 2
1=

folgt U(n) € 0(n?)
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Beispiel 2

n
V(n) = 7n? +5n3 + 27-V(§) —7n
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£ Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 58

¥ Braunschweig




Beispiel 2

n
V(n) = 7n% + 5n3 + 27-V(§) —7n

Also:
m=27,k=3unda; = = ay, =§
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Beispiel 2

n
V(n) = 7n% + 5n3 + 27-V(§) —7n

Also:
m=27,k=3unda; = = ay, =§

Mit
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Beispiel 2

n
V(n) = 7n% + 5n3 + 27-V(§) —7n

Also:
m=27,k=3unda; = = ay, =§

Mit

27 3

Z 327 (2) =224
e 3] 277

=1
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Beispiel 2

n

3)—7n

V(n)=7n2+5n3+27-v(

Also:
m=27,k=3unda; = = ay, =§

Mit

27 3
Z 5227 (=) ==L =1
“w=er\3) T27”

i=1
folgt V(n) € ©(n3logn)

MLy,
TS

g"%g + Technische - - -
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Beispiel 3

W(n)=9-W(%)+7n
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Beispiel 3

W(n)=9-w(§)+7n

Also:
m=9;k=1unda1=---=a9=§
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Beispiel 3

W(n)=9-w(§)+7n

Also:
m=9;k=1unda1=---=a9=§

Da

Technische - - -
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Beispiel 3

w<n)=9-w(§)+7n

Also:
m=9;k=1unda1=---=a9=§
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Beispiel 3

W(n)=9-W(%)+7n

Also:
m=9;k=1unda1=---=a9=§

Da

9 1

Z =9 1 3>1
ai= . — =

=1 3

miussen wir das ¢ suchen!
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Beispiel 3

W) =9-w (E) +7n Also suche c, sodass gilt
3 9
i=1
Also:
1
m=9 k=1lunda; = =a9=-
3
Da
9 1
1 1
a; =9-|=|] =3>1
, 3
=1
miussen wir das ¢ suchen!
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Beispiel 3

W) =9-w (E) +7n Also suche c, sodass gilt
3 9
c _
i=1
Also: 1 c
1 - —
m=9,k=1unda1=---=a9=§ &9 3> =1
Da
9 1
1 1
al=9-(=) =3>1
, 3
=1
miussen wir das ¢ suchen!
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Beispiel 3

W) =9-w (E) +7n Also suche c, sodass gilt
3 9
c _
=1
Also: 1 c
1 — —
m=9k=1unda; = =ag =7 &9 (3> =1
& 9 =3¢
Da
9 1
1 1
al =9-|=] =3>1
, 3
=1
miissen wir das ¢ suchen!
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Beispiel 3

W) =9-w (E) +7n Also suche c, sodass gilt
3 9
=1
Also: 1\ ¢
1 i
m=9k=1unda; = =ag =7 &9 (3> =1
&9 =3¢
Da & log;9 =c
9 1
1 1
al=9-[=] =3>1
, 3
=1
miussen wir das ¢ suchen!
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Beispiel 3

W) =9-w (E) +7n Also suche c, sodass gilt
3 9
=1
Also: 1\ ¢
1 )
m=9k=1unda; = =ag =7 &9 (3> =1
& 9 =3¢
Da & log;9 =c
9 1 1 S 2=cC
Z al=9-(=)] =3>1
, 3
=1
miussen wir das ¢ suchen!
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Beispiel 3

Wn)=9-W (g) + 7n A;SO suche c, sodass gilt
dt-
i=1
Also: 1 c
m=9,k=1unda1=---=a9=§ ®9(§> =1
& 9 =3¢
Da & log;9 =c
9 1 1 S 2=c
1
Za:i =9-<—) =3>1
i=1 3 Also:
miissen wir das ¢ suchen! W(n) € 0(n?)
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Beispiel 4

n
3

U(n) =%-U( )+6-U(%)+7nlogn—8n+15n2
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Beispiel 4

U(n) =%-U(§)+6-U(%) + 7nlogn — 8n + 15n?
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Beispiel 4

U(n) =%-U(§)+6-U(%) + 7nlogn — 8n + 15n?

Was sind
hierm, k, a;?
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Beispiel 4

U(n) =%-U(§)+6-U(%) + 7nlogn — 8n + 15n?

Was sind
hierm, k, a;?

LL,

&,

"s% Technische - - -
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Beispiel 4

U(n) —% (;l) +6- U(%) + 7nlogn — 8n + 15n?

Was sind
hierm, k, a;?

Das darf
nicht sein...!
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ﬁ 'f- Technische X X )
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Beispiel 4

U(n) —% (;l) +6- U(%) + 7nlogn — 8n + 15n?

Was sind
hierm, k, a;?

Das darf
nicht sein...!

Wichtig: Darauf achten, dass alle Parameter giiltig sind!
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Max-Heaps
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Priority Queue
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Priority Queue
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Priority Queue
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Priority Queue

Priority Queue

Technische
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Priority Queue
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Technische
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Priority Queue
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Operationen
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Operationen

Insert(A, x): Fuge x zu A hinzu.
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Operationen

Insert(A, x): Flige x zu A hinzu.

max(A): Gebe das grofdte Element in x aus.

Ly

2« Technische X X -
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Operationen

Insert(A, x): Flige x zu A hinzu.
max(A): Gebe das grofdte Element in x aus.

extract_max(A): ... und losche es aus A
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Heaps
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Heaps

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:
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Heaps

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

3

1 2 : 4 5 7T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3]
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Heaps

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

1

1 2 3 405 7T 8 9 12 _.__.;;12;.__”
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3|
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Heaps

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

3

1 2 : 4 5 7T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3]

MLy,
TS

%

b B
R S
L hniad ety

Cnscn
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Heaps

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

1 2 : 4 5 7T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3]

MLy,
TS

%

b B
R S
L hniad ety

Cnscn
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%5 Universitit
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Heaps

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

1 2 : 4 5 7T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3]

MLy,
TS

%

b B
R S
L hniad ety

Cnscn
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Heaps

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

1 2 : 4 5 7T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3]

MLy,
TS

%

b B
R S
L hniad ety

Cnscn

% Technische
%5 Universitit
71 Braunschweig

3

-

2

an

Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 98



Heaps

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

1 2 : 4 5 7T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3]

MLy,
TS

%

b B
R S
L hniad ety

Cnscn
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%5 Universitit
71 Braunschweig

3

Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 99



Heaps

MLy,
TS

%

b B
R S
L hniad ety

Cnscn

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

1 2 : 4 5 7T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3]
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Heaps

MLy,
TS

%

b B
R S
L hniad ety

Cnscn

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

1 2 : 4 5 7T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3]

% Technische
'. > Universitit
ki

Braunschweig

3

-

2

Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 101



Heaps

MLy,
TS

%

b B
R S
L hniad ety

Cnscn

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

1 2 i 4 5 6 7T B 9 1011 12
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5,3) o
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Heaps

MLy,
TS

%

b B
R S
L hniad ety

Cnscn

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

1 2 3 45 6 7 B 9 1011 12
A=112,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3] 2
(10
d;.-c:'\'"ﬁ
\9)
3 q 10
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Heaps

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

3

1 2 4 5 7T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5,3]

2_.—-'."'-- T 3
T A
[ | [ ]
10) (11
4 5 6 -
| | | { | |
8 /_‘_:__\ 9 lﬂ /_\ . 11
4 7)o 12 D)
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Heaps

Heaps werden in der Regel als Arrays gespeichert:

3

1 2 4 5 7T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5,3]

2_.—-'."'-- T 3
F o
[ | [ ]
10) (11
4 S5 6 -
./ \_I P - - \
9) 5) 8 (1)
8 9 10/ 112
¢ ™, r'. ; % ./ "y “
4 72 (b)) 13
S Ay Ry /
oV,
Y 3% Technische - - -
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Heaps
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Heaps

Wurzel: Erstes Element (i = 1).

.lf"_"\
12)
r >, s Y
10/ jess;
4 5 6 .
L9 5) 8 9!
8 / oo/ w1/
r = i \ I ™y ra - \
4 '..\_T"/J 2 '.\_5/_.' 3
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Heaps

Wurzel: Erstes Element (i = 1).

parent(i): i/2 .

LL,

of

12

A% Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 108
j.’ < Braunschweig
w

o .
%1; Technische

f’ﬁ

&

c.ﬂ
&
p )
3A
R

Q'-Ns

I3



Heaps

1 2 3

: 4 5 T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3

Wurzel: Erstes Element (i = 1).

1
112)
parent(i): i/2 . I
2_._‘-{"' e 3
10) 11
left(i): 2i; right(i): 2i + 1. LN, )
(9) 5 8
8 9 1;3,:'_',;—; / 1112
4) (7) (2) (5) (3
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Max-Heaps

1 2 3

: 4 5 T 8 9 1
A=1[12,10,11,9,5,8,1,4,7,2,5, 3

Der Schliissel jedes Knotens ist 12
mindestens so grofd wie die seiner . — T,
beiden Kinder. vy ML
9) 5) 8
8 9 w0/ / 1112
4, (7) (2) (&) (3
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Max-Heaps
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Heap-Opertations
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Heap-Opertations

build_max_heap(A): konstruiert einen Max Heap aus
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Heap-Opertations

build_max_heap(A): konstruiert einen Max Heap aus
einem unsortierten Array
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Heap-Opertations

build_max_heap(A): konstruiert einen Max Heap aus
einem unsortierten Array

max_heapify: Repariere die Heap Eigenschaft in einem Teilbaum.

Ly
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Heap-Opertations

build_max_heap(A): konstruiert einen Max Heap aus
einem unsortierten Array

max_heapify: Repariere die Heap Eigenschaft in einem Teilbaum.

Ly
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Max Heapify

Als Array Als Baum

911(7|8|6|4|5|2|0 9
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Max Heapify

Als Array Als Baum

(o] 7[8]6]4]5]2]o0 e
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Max Heapify

Als Array Als Baum

(o] 7[8]6]4]5]2]o0
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Max Heapify
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Max Heapify

Wir nehmen an, dass die Teilbaume left(i) und right(i)

bereits Max Heaps sind.
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Max Heapify

Wir nehmen an, dass die Teilbaume left(i) und right(i)

bereits Max Heaps sind.
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Max Heapify

Wir nehmen an, dass die Teilbaume left(i) und right(i)
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Max Heapify(A,i)
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Max Heapify(A,i)

©
Height h € O(logn) o a
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Max Heapify(A,i)

©
Height h € O(logn) o a

— max_heapify(A,i) € 0(logn)
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2 (©

MLy,
TS

"%g + Technische - - -
I %E Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 128

%‘ #&  Braunschweig
!rw "aﬂt‘
5C



Max Heapify(A,i)

1: function REAX—HEAPIFY(A,’I:)

2 ¢ := links(i), r := rechts(i)

3 if ¢ < heap-groBe[A] und A[¢] > A[i] then
Height h € 0(logn) & 1 max := ¢
— max_heapify(4,i) € 0(logn) 2' ene
7
8
9

max :=1

if r < heap-groBe[A] und A[r] > A[max| then
max :=r

: if max # ¢ then

(10: Vertausche A[max]und A[i

11: MAX-HEAPIFY (A, max)

Ly

2« Technische X X -
%E Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 129
L

I %> Braunschweig

L
v

Nl
O
-
&
£
e 14
o5
%
(-
£



Build-Max-Heap
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Build-Max-Heap

function BuiLD-MAX-HEAP(A)
heap-groBe[A] := ldnge[A]
for i = L%J down to 1 do

MAX-HEAPIFY (A, 1)
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Build-Max-Heap
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Build-Max-Heap (Laufzeit)

function BUiLD-MAX-HEAP(A)
heap-groe[A] := ldnge[A]
for i = [%J down to 1 do
MAX-HEAPIFY (A, 1)
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Build-Max-Heap (Laufzeit)

function BUiLD-MAX-HEAP(A)
heap-groe[A] := ldnge[A]
for i = [wj down to 1 do
MAX-HEAPIFY (A, 1)

n - max_heapify - O(nlogn)
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Build-Max-Heap (Laufzeit) Besser!
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Build-Max-Heap (Laufzeit) Besser!

FUr Blatter bendtigt max_heapify 0(1)

Operationen.
oilay,
g"%g 3+ Technische
I %E Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 154
3;?" 3.{{5’ Braunschweig
¥sch




Build-Max-Heap (Laufzeit) Besser!

FUr Blatter bendtigt max_heapify 0(1)
Operationen.

Generell: Knoten der Hohe [ benétigen 0(1)
Operationen.

LL,

&,
S3/a% Technische - - -
AE Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 155
3.’4‘:‘-’ Braunschweig
PATy

Nl
O
£
g
3
o5
%
O,



Build-Max-Heap (Laufzeit) Besser!

FUr Blatter bendtigt max_heapify 0(1)
Operationen.

Generell: Knoten der Hohe [ benétigen 0(1)
Operationen.

n/4 Knoten der H6he 1, n/8 Knoten der Hohe 2,...
und 1 Knoten der H6he logn.
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Build-Max-Heap: Laufzeit

1: function BUuiLD-MAX-HEAP(A)

2 heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = L%J down to 1 do
4 MAXx-HEAPIFY (A, 1)
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Build-Max-Heap: Laufzeit

1: function BUuiLD-MAX-HEAP(A)

2 heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = L%J down to 1 do
4 MAXx-HEAPIFY (A, 1)
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Build-Max-Heap: Laufzeit

1: function BUuiLD-MAX-HEAP(A) 20 — oh—h

2 heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = L%J down to 1 do 21 = 2h=(h-1)
4: MAX-HEAPIFY (A, i) 22 — Hh—(h-2)
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Build-Max-Heap: Laufzeit

1: function BUuiLD-MAX-HEAP(A) 20 — oh—h

2 heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = L%J down to 1 do 21 = 2h=(h-1)
4: MAX-HEAPIFY (A, i) 22 — Hh—(h-2)
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Build-Max-Heap: Laufzeit

1: function BUILD-MAX-HEAP(A) 20 — ph—h /@\

2 heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = ij down to 1 do 21 = 2h=(h-1) @
4: MAX-HEAPIFY (A, 1) 22 — zh_(h_z)@ @

Laufzeit:
h
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j=1
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Build-Max-Heap: Laufzeit

1: function BUuiLD-MAX-HEAP(A) 20 — oh—h

2 heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = L%J down to 1 do 21 = 2h=(h-1)
4: MAX-HEAPIFY (A, i) 22 — Hh—(h-2)

Laufzeit:
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Build-Max-Heap: Laufzeit

1: function BUuiLD-MAX-HEAP(A) 20 — oh—h

2 heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = ij down to 1 do 21 = 2h=(h-1)
4: MAX-HEAPIFY (A, i) 22 — Hh—(h-2)

Laufzeit:

h
0 Zzh—f-j =02
j=1
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Build-Max-Heap: Laufzeit

1: function BUuiLD-MAX-HEAP(A) 20 — oh—h

2 heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = L%J down to 1 do 21 = 2h=(h-1) @

4: MAX-HEAPIFY (A, 1) 22 — zh_(h_z)@ @ @

Laufzeit:
h Per Induktion:
0 Zzh—f-j - 0| 2 L h+ 2
j=1
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Build-Max-Heap: Laufzeit

1: function BUuiLD-MAX-HEAP(A) 20 — oh—h

2 heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = L%J down to 1 do 21 = 2h=(h-1) @

4: MAX-HEAPIFY (A, 1) 22 — zh_(h_z)@ @ @

Laufzeit:
h Per Induktion:
0 1+Zzh—f-j =0| 2 = 0(2") 5 h+2
j=1
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Build-Max-Heap: Laufzeit

1: function BUuiLD-MAX-HEAP(A) 20 — oh—h

2 heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = L%J down to 1 do 21 = 2h=(h-1) @

4: MAX-HEAPIFY (A, 1) 22 — zh_(h_z)@ @ @

Laufzeit:

Per Induktion:

h |

J _ h+ 2
25_ ~2h
j=1

h
0 1+Zzh—f-j =0|2
j=1
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Heapsort
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Heapsort

function SORT(A)
BUILD-MAX-HEAP(A) e e
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[l] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofe[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1) e e e o
end for
end function
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Heapsort

function SORT(A)
BUILD-MAX-HEAP(A) e e
for 1 «length(A) downto 2 do

vertausche A[l] und Al

heap-grofie[A] < heap-grofe[A] — 1

MAX-HEAPIFY(A, 1) e e e o
end for

end function
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Heapsort

®

function SORT(A)

BUILD-MAX-HEAP(A) G @‘
for 1 «length(A) downto 2 do
vertausche A[l] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofe[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1) e e e a
end for
end function
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Heapsort

function SORT(A)

BUILD-MAX-HEAP(A) 6 a‘
for 1 «length(A) downto 2 do
vertausche A[l] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofe[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1) e e e

end for
end function
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Heapsort

function SORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for 1 «length(A) downto 2 do
vertausche A[l] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofe[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort

function SORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for 1 «length(A) downto 2 do
vertausche A[l] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofe[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort

function SORT(A)
BUILD-MAX-HEAP(A) e e
for i <length(A) downto 2 do

vertausche A[l] und Al

heap-grofe[A] < heap-grofie[A] — 1

MAX-HEAPIFY(A, 1) e e e
end for

end function
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Heapsort

function SORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[l] und Al
heap-grofe[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort

function SORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[l] und Al
heap-grofe[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort

function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function

MLy,
TS

S gt Technische - - -
32 %E Universitit Ramin Kosfeld & Chek-Manh Loi | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort | Seite 189
71 Braunschweig

ﬁ
AL
oy, T
VscB



Heapsort

function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort

function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort

function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort

function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und A[i]
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort

8|6(7]2|3[4|5(1
7]e[s5]2]3]4]1]8]
function SORT(A) 6[3[5]2][1]4]7]8]
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do 5(3|4|2 1-
vertausche A[1] und A[i]
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1 413]1 2-
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for

end function
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Heapsort

8|6

716

function SORT(A) 6|3

BuiLD-MAX-HEAP(A)

for i <length(A) downto 2 do 5|3

vertausche A[1] und Ali] 413
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1

MAX-HEAPIFY(A, 1) 32

end for
end function
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Heapsort

function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al]
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort

function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al]
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort

function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al]
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort - Laufzeit

function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort - Laufzeit

Build-Max-Heap:
function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort - Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort - Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SoORT(A)
BUILD-MAX-HEAP(A) In der For-Schleife
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort - Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SoORT(A)
BUILD-MAX-HEAP(A) In der For-Schleife
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function

1. Vertauschen:
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Heapsort - Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(4) In der For-Schleife

for i <length(A) downto 2 do .
vertausche A[1] und Alf] 1. Vertauschen: 0(1)

heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort - Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(4) In der For-Schleife

for i <length(A) downto 2 do .
vertausche A[1] und Alf] 1. Vertauschen: 0(1)

heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1 2. Verkleinern:
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort - Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(4) In der For-Schleife

for i <length(A) downto 2 do .
vertausche A[1] und Alf] 1. Vertauschen: 0(1)

heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1 2. Verkleinern: 0(1)
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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Heapsort - Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(4) In der For-Schleife

for i <length(A) downto 2 do .
vertausche A[1] und Alf] 1. Vertauschen: 0(1)

heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1 2. Verkleiner.n: 0(1)
MAX-HEAPIFY (4, 1) 3. Max-Heapify:
end for

end function
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Heapsort - Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(4) In der For-Schleife

for i <length(A) downto 2 do .
vertausche A[1] und Alf] 1. Vertauschen: 0(1)

heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1 2. Verkleiner.n: 0(1)
MAX-HEAPIFY(4, 1) 3. Max-Heapify: 0(logn)
end for

end function
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Heapsort - Laufzeit

function SoORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Al
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function

Ly

Build-Max-Heap: 0(n)

In der For-Schleife

1. Vertauschen: 0(1)

2. Verkleinern: 0(1)

3. Max-Heapify: O(logn)

Fir n [terationen ist das
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Heapsort - Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SoORT(A)

]ngII“(D_'l;/[A);'fj)Az(A) t0 2 d In der For-Schleife
or i <leng ownto o .
vertausche A[1] und Al 1. Vertau_SCher?' 0(1)
heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1 2. Verklemer.n' 0(1)
MAX-HEAPIFY (4, 1) 3. Max-Heapify: O(logn)
end for
end function Fir n Iterationen ist das O(nlogn)
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function SORT(A)
. BuiLD-MAX-HEAP(A
Heapsort - Korrektheit for i +length(A) emnto 2 do
vertausche A[1] und A[i]

. . . heap-grofie[A] < heap-grofie[A] — 1
Heapsort ist ein Sortierverfahren. l\gii_gﬁg;[qu( A ef)p gropel ]
. end for
Beweis: end function

Wir zeigen: Nach der i-ten Iteration besitzen wir wieder einen Max-Heap auf den restlichen Feldern
=>» Wir konnen das ndichstgréfSsere Element an die richtige Stelle sortieren.

* Zu Beginn besitzen wir einen Max-Heap.
=>»das grofite Element ist an der ersten Stelle.

 Angenommen, wir haben zu Beginn der Iteration i einen Max-Heap auf den aktivenn —i + 1

Feldern.

* Nach dem Tauschen des i-grofdten Elements nach hinten und nach Verkleinern des Arrays:
=>» U.U. kein Max-Heap vorhanden. (vor Max-Heapify-Aufruf)

* Aber: Jeder Knoten aufder Wurzel erfiillt Max-Heap Eigenschaft.

* Also: Max-Heapify auf Wurzelknoten reicht aus, um einen Max-Heap wiederherzustellen!

* - Damithaben wir wieder einen Max-Heap auf den restlichen Feldern.

=>» Wir tauschen also in jeder Iteration das richtige Element nach hinten!
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Fragen?
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... und nachstes Mal ...
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