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* Wiederholung Breiten- und
Tiefensuche

» Laufzeiten und O-Notation
» Codierungsgrolden
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p-adische Notation
. Dezimal (10-adisch)
«  Binar (2-adisch)
«  Oktal (8-adisch)

»  Hexadezimal (16-adisch)
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Breitensuche

Benutze Warteschlange
Prinzip: First-in-first-out v,

<+— out

4] <+ in
V1, V2

V1, V2, V3
VU3, V3

VU2, V3, Vs
VU2, V3, Vs, Vg
U3, Vs, Vg
U3, Vs, Ve, Vg
Vs, Ve, Vg
Us, Vg, V4, U7
Ve, V4, U7
V4, V7
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Breitensuche

t
Benutze Warteschlange +— ou
Prinzip: First-in-first-out °v, eeulfierondor
Suchbaum:
U3 Ve
V1 v,
L J
vz U6

V4 <+ in
V1, V2

VU1, V2, V3
VU3, V3

VU2, V3, Vs
U3, V3, Vs, Vg
VU3, Vs, Vg
U3, Vs, Ve, Vg
Vs, Ve, Uy
Us, Vg, V4, U7
Ve, Va, V7
Vs, V7
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Tiefensuche

Benutze Stapel
Prinzip: Last-in-first-out oV,

U1 :c;ﬂt
V1, V3

V1, V2, Vs
V1,V2, Vs, V3
V1,V3,Vs, U3, Uy
V1,V2, Vs, V3

V1, V2, Us

V1, V2, Vs, Uy
V1, V2, Vs, V7, Vg
V1,7V, Vs, Uy
V1, V2, Vs

V1, V3
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Beliebte Fehler

Leere Menge am Ende vergessen

Nicht jede Anderung angegeben

Suchbaum nicht angegeben
Nicht den kleinsten Index beachtet

Tiefensuche
Benutze Stapel
Prinzip: Last-in-first-out oV,
Resultierender U3
Suchbaum: @
%1
(% Vg
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Six Degrees of Kevin Bacon

a8 Wikipedia ) <
4 ‘:‘ W Free online encyclopedia that anyone can
SV edt Kevin Bacon
R American actor
Social networking service
Online platform that facilitates the
building of social relations Virtual International Authority
File
International authority file
Six degrees of separation
Wikipedia
Free online encyclopedia that anyone can
Kevin Bacon edit )
J
Finde kirzesten Weg von einem Finde kurzesten Weg von einer Seite
Schauspieler Uber Filme zu Kevin Bacon uber enthaltene Links zu einer anderen
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Six Degrees of Kevin Bacon vs. Six Degrees of Wikipedia

RS\

‘a8 Wikipedia

g “J Free online encyclopedia that anyone can < h
" edit .
_ il Kevin Bacon

@ American actor

Social networking service
Online platform that facilitates the
building of social relations

Virtual International Authority
File

International authority file

<| Six degrees of separation

<« 3 Wikipedia

: w
3.t uj Free online encyclopedia that anyone can
L

edit

Ifevirj Boson )
Finde kirzesten Weg von einem Finde kurzesten Weg von einer Seite
Schauspieler Uber Filme zu Kevin Bacon uber enthaltene Links zu einer anderen
Ungerichteter Graph Gerichteter Graph
Hin- und Riickweg sind gleich lang Hin- und Ruckweg konnen
unterschiedlich lang sein
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Labyrinthe

BFS?! Da kommen
wir doch nie an!

Ich benutze DFS!

Die Reiseins Labyrinth, 1986

"~
https://fictionmachine.com/2015/07/03/everything-ive-done-ive-done-for-you-labyrinth-1985/
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Zeit fur ein Labyrinth

\
Wie oft muss man durch die Gange ////’ ‘\\x\x\
des Labyrinths laufen, wenn man... BFS - Worst-Case
1. BFS Q(n?) maliber | NN INN
2. oder DFS nutzt? Kanten laufen! N \L'N,
DFS schafft das schneller!
Man kann zeigen: & \
+ Jede Kante wird maximal zwei Mal benutzt. 'N' \l/
« Man bendtigt maximal 2n-1 Schritte /N, \l'
« Es gibt Baume, bei denen 2n-1 Schritte bendtigt werden \L
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Wachstum von Funktionen
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Motivation

Wir haben einen coolen Algorithmus entworfen. Wie geben wir Laufzeiten an?
Wir wollen unseren Pseudocode einordnen bezuglich ... T e S e e e ]

Laufzelt a3 .'l ."ﬁ | Zeitin Sekunden? |
» Speicher ® )

in Abhangigkeit von der Grolke
Wie geben wir den Sp

Welche
Programmiersprache?
C#? JavaScript?
Python? Rust? ...

[ s(n) =51G + 42n + [n/4

... die Formel gilt fiir die ~
Implementierung in C++17, di . Mit Wunderchip ABC kann
Formel fiir die Implementierun’ A man 4 Additionen auf
inJavaist... ,— . einmal machen!

T,

e - ! J
Bit Geraten 8, ... . — i i
Leute, wollen wir das Uberhaupt echt implementieren?
P Das ist nen theoretischer Algorithmus und der wirde
'gé ’%i Universitit Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | 21.11.2024 | Ubung 2 | Seite 15L Uberhaupt nie in den Speicher passen ...
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Wir arbeiten mit Pseudocode

» Die genaue Laufzeit und Speicherbedarf sind von der Implementierung
und dem genauen Setup abhangig

» Gerade, wenn wir nur mit Pseudocode arbeiten, ist es vielleicht gar
nicht sinnvoll, eine genaue Funktion anzugeben

- Wir wollen nur eine grobe Abschatzung,
eine Reduzierung auf das Wesentliche
(die fur alle Implementierungen zutrifft)

- ,Wie (gut) skaliert das?*

WILy,
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Mit Informatikern beim Mittagessen

... und das kann man
dann in Linearzeit

Ne, das ist leider

verarbeiten ... exponentiell ... mit nem Trick kriegst du
das tatsachlich in 0(1)
hin ...
v
... das lauft dann 0(m - n*) Speicher ... man kann zeigen,
immer in ©(n?) schafft man schon mit dass man mindestens
nem trivialen Verfahren quadratische Laufzeit
dafir braucht
inth N
Zeit fr ein Labyri® V44NN
e mﬂﬁ”
e o s aeeymatther |
. . s anten |2\ &
Immerhin noch 0(n*) Damit hast du im O o :
Speicherbedarf ... Durchschnitt konstante — 5,
Zugriffszeit! et e 1
. JedeKan!ewirdmvaX\mz  aente l R
. Man bendtigt “‘“‘m:\e“:n 9n-1 Schrtte beﬂ°"9'we'den

ibt Baume, bei

- T
o !
e
oo

Technische
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prazise, gerade ob wir neben 0 auch in 0 sind, ist hier oft nicht erkennbar
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Die Idee

Laufzeit und Speicherbedarf sind Funktionen. Wir wollen also Funktionen untersuchen, ...

Unabhangig von Betrachte die Entwicklung

konstanten Faktoren auf lange Sicht
— die kennen wir eh nicht — fur immer gré3ere Eingaben

- Ordne so das Wachstum der Funktion in eine Klasse ein

1Ly
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Die Idee

Betrachte Laufzeit / Speicherverbrauch etc. als Funktion T: N —» R*
—> Die Funktion ist abhangig von der Gré8e der Eingabe n.

Wir vergleichen jetzt das Wachstum der beiden Funktionen T, (n) und T, (n).

Universitat
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O-Notation

Definition:
Es gibt Konstanten n, € N und ¢; € R,
sodass fur alle n = n, qilt:

0<T,(n) <c,T,(n)

I

Ti(n) €0 (Tz (n))

c1T;

S
St
~B

,T1 wachst (asymptotisch)
hochstens so schnell wie T,"

(n)

T1(n)

2,
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Wie zeigen wir Zugehorigkeit?

Ist n2> € 0(log, n)?

Jal Abbildung rechts zeigt das:
Wdhlec = 1,n,=> 5

\

(Sieht man ja)

Wily
OIS
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Wie zeigen wir Zugehorigkeit?

Ist n2> € 0(log, n)?

Ja! Abbildung rechts zeigt das: 10] e ——
Wdhle c = 1, No > 5 8l ’/"-d-
L
6f / -
4 L _______--—--'--‘-———__
Y
i 200 400 600 800 1000 __ login
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Wie zeigen wir Zugehorigkeit?

Ist n%25 € 0(log, n)?

Auch wenn es fir kleine n gut
aussieht, kann es fur groRe n
anders sein! 10/

Letztendlich muss eine 8|
Allaussage bewiesen werden: P

yFurallen = ny“ 0 20000 40000 60000 80000 100000 — n°*?

1
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Eine bessere Moglichkeit:

v

Zeige 4n? + 12n — 15 € 0(n?)

<

< D

7
"o ,.‘i
Nscd

Suche nach ¢4
4n? +12n—15 <

Also: 4n® + 12n — 15 < 16n? furn > 1.

Die Aussagen oben gelten ab ny, = 1.

Bestimme ny und c;, sodass fur alle n > n,
gilt: 0 < 4n? + 12n — 15 < ¢; - n?

Also haben wir mit ¢c; = 16 und n, = 1 Werte fur die Konstanten gefunden, fur

die die Definition gilt.
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Eine bessere Moglichkeit:

v

Zeige 4n? + 12n — 15 € 0(n?)

<

< D

7
"o ,.‘i
Nscd

Suche nach ¢4

Bestimme ny und c;, sodass fur alle n > n,
gilt: 0 < 4n? + 12n — 15 < ¢, - n?

An% +12n— 15 < 4n? + 12n < 4n? + 12n? = 16n? furn > 1.

Also: 4n® + 12n — 15 < 16n? furn > 1.

Die Aussagen oben gelten ab ny, = 1.

Also haben wir mit ¢c; = 16 und n, = 1 Werte fur die Konstanten gefunden, fur

die die Definition gilt.
Damit ist 4n% + 12n — 15 € 0(n?).
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Kann man sich das mit dem c; nicht immer zurechtbiegen?

2.25 .
22 3es 5 .
I .~ Z4.<3§) L9‘84 A
] 1 0lye
089 |- 1 I
T s 8/'721512%
n* e on)? o .
... wirkt irgendwie nicht so.
cﬁ‘??o‘& echnische
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angemerkt, kein Beweis. Aber das verschafft vielleicht ein Gefiihl,
dass ein konstanter Faktor nicht so machtig ist, wie er wirkt.)



Q-Notation

Definition:

T1(n)

Es gibt Konstanten n, € N und ¢, € R™,
sodass fur alle n = n, qilt:

T,(n) =c,T,(n) =0

I

Ny n
Ty (n) € () (Tz (Tl) ) ,T, wachst (asymptotisch)
mindestens so schnell wie T,"
s'?'é %ﬁ‘: Iﬁ:?:::ft:i Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | 21.11.2024 | Ubung 2 | Seite 27
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®-Notation

Definition: 0\ :
, i c1T,(n)
Es gibt Konstanten ny € N und ;
¢y, ¢, € RY, sodass fir alle n > n, gilt: T, (n)
0<c¢,T,(n)<T;(n) <c,T,(n) /\// ¢, T, (1)
— ! >
Ny n
T1 (Tl) € G(TZ (n)) ,T; wachst (asymptotisch)

genau so schnell wie T,"

T
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Zusammengefasst Achtung:

0, Q und O sind Mengen
(von Funktionen)!

Wir haben folgende drei Definitionen gesehen:
O-Notation:
Es gibt Konstanten n, € N und ¢; € R*, sodass fiir alle n = n, gilt:
0 <Ty(n) < c1To(n) © Ti(n) € 0(T,(n))

Q-Notation:
Es gibt Konstanten n, € N und ¢, € R*, sodass fiir alle n > n, gilt:
Ti(n) = c,T,(n) >0 Ty(n) € Q(Tz(n))

©-Notation:
Es gibt Konstanten n, € N und ¢;, ¢, € R*, sodass flr alle n > n, gilt:
0< Csz(n) < Tl(n) < Csz(n) = Tl(n) € @(Tz(n))

- ,Landau-Symbole®

1Ly
£ v %
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Rechenregeln

Ganz grundsatzlich gelten diese Beobachtungen:

feE0(g)ec-feO0(g) fiurce R
f€0(g) © geQ(f)
fEB() & fEO(ASfEQ()

fEB() & geob)

1Ly,
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Relationen zwischen Klassen - Eine grafische Darstellung

N

Schnelleres | \Wir konnen sogar Klassen

Wachstum | mjteinander vergleichen.
Beispiel:
e(n®) ¢ Q(n)
g(n)

Zum Merken:
Wachst die Funktion
Langsameres | schneller, wachst der
Wachstum O-Bereich und der

\ Q-Bereich schrumpft.

0
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Relationen zwischen Klassen - Eine grafische Darstellung

nn
n!

37’1,
27’1,
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Relationen zwischen Klassen — Eine Tabelle

Bedingung T~ 0(g(n)) 0(g(n)) Q(gm)

0(f(m) = X X

f(m) € o(g(n)
(0(g(n2) =0 (g(n()) \ @”(g(z))) © (f (n)) & X X
Klein-o-Notation Q(f (n)) X 2 2
0(f(m)) = = X
f(n) € 6(g()) e(f(n)) c = c
Q(f(m) X 2 =
o(f(m) = 2 X

f(n) € w(g(n)
(w(g(n“)) = Q(ggn()) \ @"(g(r?))) 0 (f (n)) X X &
Klein-w-Notation Q (f (n)) X X g
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Beispiele
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Beispiel 1

Bestimme ny, ¢4, c,, sodass fur alle n > ng gilt:
0<c; - n?<4n’+12n —15<c, -n?

v

Zeige 4n® + 12n — 15 € 0(n?)

Suche nach c,
4n? 4+ 12n — 15 < 4n? + 12n < 4n? + 12n? = 16n? firn > 1.

Suche nach ¢4

4n% +12n — 15

1
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Beispiel 1

Bestimme ny, ¢4, c,, sodass fur alle n > ng gilt:
0<c; - n?<4n’+12n —15<c, -n?

v

Zeige 4n® + 12n — 15 € 0(n?)

Suche nach c,
4n? 4+ 12n — 15 < 4n? + 12n < 4n? + 12n? = 16n? firn > 1.

Suche nach ¢4
n=4
4n’? +12n —15=>4n? — 15 > 4n? —n? = 3n? firn > 4.

Beide Ungleichungen gelten ab ny = 4. Also ¢; = 3, ¢, = 16 und ny = 4.
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Beispiel 2

Zeige oder widerlege: 2™ € 0(3™)

2,
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Beispiel 2

Zeige oder widerlege: 2™ € 0(3™)

Zunachst: 2" € 0(3"),denn 2" < (2 + )" = 3",

Aber: 2™ ¢ Q(3™)!
Ansonsten gabe es eine Konstante c; mit

27’1
2" > ¢y - 3™, alsog > Cq

n n n
Aber: z_n = (%) und lim (3) = 0, d.h. dieses c; kann nicht existieren!

n—->00

= Aussage widerlegt.

.‘,’% "% Technische : : . .
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Beispiel 3 log;n € 0(n)

Satz (1): Fur jedes ¢ > 0 gibt es ein ng, sodass fur alle n = ngy gilt: log,n < c-n

log, n

Beweisidee: Zeige, dass lim

n—->0o

= 0, d.h. fur wachsendes n kommen wir beliebig nah an 0

C . log, n . .
heran. D.h. wir kdbnnen ny so wahlen, dass i—z < c fur alle n = n, qilt.

oV,
g %‘a Technische
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Beispiel 3

Satz (1): Fur jedes ¢ > 0 gibt es ein ng, sodass fur alle n = ngy gilt: log,n < c-n

Satz (2): Seien a,b € R*. Dann gilt logg n € 0(n?). logg n = (log, n)

Beweis: Wir setzen ¢ = 1. Wir zeigen, dass ab einem n, gilt:
logg¢n < nP

e log, log% n < log, n®

= a-logylog,n < b-logyn
m:==1log, n

S log, m < am

Da a,b € R* ist auch g € R*. Nach Satz (1) oben ist die letzte Ungleichung ab einem n,
wabhr.

WILy,
o ._0¢
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Beispiel 3

Satz (1): Fur jedes ¢ > 0 gibt es ein ng, sodass fur alle n = ngy gilt: log,n < c-n

Satz (2): Seien a,b € R*. Dann gilt logg n € 0(n?). logg n = (log, n)

Beweis: Wir setzen ¢ = 1. Wir zeigen, dass ab einem n, gilt:
logg¢n < nP

o log, logg n < log, n®

= a-logylog,n < b-logyn
m:==1log, n

S log, m < am

Da a,b € R* ist auch g € R*. Nach Satz (1) oben ist die letzte Ungleichung ab einem n,

wahr. Da wir Aquivalenzumformungen benutzt haben, kdnnen wir die Lésungskette von
unten nach oben gehen.
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Codierungsgrofen
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Codierungsgrofle

27

b-adische Notation
= Dezimal (10-adisch)
= Binar (2-adisch)
= QOktal (8-adisch)
» Hexadezimal (16-adisch)

oI
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Codierungsgrofle - Zahlen

mmm Hexadezimal

11011

b-adische Notation
= Dezimal (10-adisch)
= Binar (2-adisch)
= QOktal (8-adisch)
» Hexadezimal (16-adisch)
= Allgemein: a,,a;,_q ... 100, @_1A_3 ...a_c, WObein = Y™ __a;b'und 0 <a <b
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Codierungsgrofle - Zahlen

_Dezimal | _Binar | _ Oktal | Hexadezimal
27 =

11011 33

b-adische
= Dezi
= Binar
= QOktal
= Hexadé
= Allgemein: a,a;,_q ... 109, a_1A_3 ..., WObein = Y™ __a;b'und 0 <a <b
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Codierungsgrofe - Beispiele

Zeichenketten/Strings S.

Beispiel ASCII-Zeichen
7 bits pro Symbol — 128 mdgliche Zeichen

[Code| .0 1] .2/ .3].4] 5] 6] 7] 8] 9] A]. B|l.CJ|. D] E|. F_
HT LF VT FF CR

NUL SOH STX ETX EOT ENQ ACK BEL BS SO SI
DLE DC1 DC2 DC3 DC4 NAK SYN ETB CAN EM SUB ESC FS GS RS us

SP ! " # $ % & ' ( ) * + : - : /
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ; < = > ?
@ A B C D E F G H | J K L M N O
P Q R S T U \Y, w X Y Y4 [ \ | A _
a b c d e f g h i j k I m n o
p q r S t u v w X y z { | } = DEL
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Codierungsgrofe - Beispiele

« Zeichenketten/Strings S.
|S| Anzahl Zeichen, N mdgliche Zeichen.

~ |S| - logN
® o

* Punktmenge P in d Dimensionen e

mit N als die grof3tmogliche ganzzahliger Koordinate:

o

~d-|P|-logN, °
+ nxm-Matrizenvon ganzen Zahlen 5 12 1

mit dem groRtmadglichen Wert N: 6 22 5

~n-m-log(N), 0 42 21
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Codierungsgrofe - Graphen

Wie kann man Graphen speichern?

Adjazenzmatrix Adjazenzliste ,
4
O 1.1 0 0 O O V11V, V3
/1 000 1 1 o\ Vi V1, Vs, Ve Vs Vs
1001100 V3t V1 Ve Us
001000 0 543531)” i) Vs
01100 0 1 o
\o 1 00 00 1/ e v, v, Ve
000 0110
[V|? bits ~ (V| + 2|E|) - log|V| bits
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Codierungsgrofe - Graphen

Adjazenzmatrix: |V|? bits Adjazenzliste: (|V| + 2|E]) - log|V| bits
Annahme: Der Graph besitzt 3-Mal so viele Kanten wie Knoten.

—Adjazenzmatrix ——Adjazenzliste
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Codierungsgrofe - Graphen

Adjazenzmatrix: |V|? bits Adjazenzliste: (|V| + 2|E]) - log|V| bits

Annahme: Der Graph besitzt 3-Mal so viele Kanten wie Knoten.

—Adjazenzmatrix ——Adjazenzliste
45000
40000 |V|? bits ©(|V]?)
35000
30000 Allgemein : 0(n?)
<|£ 25000
o 20000
15000
10000 — 7|V| - log,|V| bits
5000
0
O 0O 00000000000 O0Q QD G)(lVlloglVl)
TNAYLOROOSINRIBEEDS R
— Vi Allgemein: @(nlogm)
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... hachstes Mal:

Beweise — Vollstandige Induktion

bung 4 | Seite 10
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... vollstandige Induktion!
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