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Gestatten, Graph!

Graph

Graph: Ein Gebilde aus Knoten (Haltestellen)
   und Kanten (Verbindungen)
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Problem 2.3 (Eulerweg) 

Gegeben:       Ein Graph G=(V,E) 

Gesucht:        Ein Eulerweg W in G - oder ein Argument, dass 
        kein Eulerweg existiert
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Satz 2.4 (Euler) 

(1) Ein Graph G=(V,E) kann nur dann einen Eulerweg haben,  
wenn es höchstens zwei Knoten mit ungeradem Grad gibt. 

(2) Ein Graph G=(V,E) kann nur dann einen geschlossenen 
Eulerweg haben, wenn alle Knoten geraden Grad haben.
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Das Haus des Nikolaus

1+1+1 1+1+1



Fragen:

(I) Was ist mit Graphen, in denen nur ein Knoten 
ungeraden Grad hat?

(II) Die Bedingungen oben sind notwendig, d.h. sie 
müssen auf jeden Fall erfüllt werden, wenn es eine 
Chance auf einen Eulerweg geben soll. Sind sie auch 
hinreichend, d.h. gibt es bei Erfüllung auch wirklich 
einen Eulerweg?

(III) Wie findet man einen Eulerweg?
(III’) Wie sieht ein Algorithmus dafür aus?
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Satz 2.5 (Handshake-Lemma) 

Für jeden einfachen Graphen ist die Zahl der Knoten mit 
ungeradem Grad eine gerade Zahl.

Zu (I):

15

 2.3 Eulerwege



Wegebau

1612



Wegebau

1612



Wegebau

1612



Wegebau

1612



Wegebau

1612



Wegebau

1612



Wegebau

1612



Wegebau

1612



Wegebau

1612



Wegebau

1612



Euler: (1) Das gilt für jede beliebige Instanz: Mit mehr als zwei 
ungeraden Knoten gibt es keinen solchen Weg. 

(2) Man kann auch charakterisieren, unter welchen Bedingungen 
es einen Weg tatsächlich gibt.
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Algorithmus 2.7
INPUT:      Graph G mit höchstens zwei ungeraden Knoten


OUTPUT:    Ein Weg in G. 


1. Starte in einem Knoten v  (ungerade, sonst beliebig);


2. Solange es eine zum gegenwärtigen Knoten v  inzidente unbenutzte Kante {v , v } gibt: 


2.1. Wähle eine dieser Kanten aus, e  ={v , v }


2.2. Laufe zum Nachbarknoten v


2.3. Lösche die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.


2.4.Setze v   := v


2.5.Setze i := i+1


3. STOP

i

i

i+1

j

ji

0

i j

j
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Algorithmus 2.8
INPUT:      Ein zusammenhängender Graph G mit höchstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:    Ein Eulerweg bzw. eine Eulertour in G

A. Wähle einen Startknoten v (ungerade falls vorhanden);

B. Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W von v aus zu bestimmen;

C. Solange es noch unbenutzte Kanten gibt:

C.1. Wähle einen von W besuchten Knoten w mit positivem Grad im Restgraphen;

C.2.Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W’ von w aus zu bestimmen;

C.3.Verschmelze W und W’

D. STOP
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Satz 2.9  
(i)     Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein 

Algorithmus. 
(ii)   Der Algorithmus liefert einen Weg. 
(iii)  Ist v  ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten 

ungeraden Knoten. 
(iv)  Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt 

der Algorithmus in v  , liefert also einen geschlossenen Weg.

Beweis: 
(i) 
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Satz 2.9  
(i)     Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein 

Algorithmus. 
(ii)   Der Algorithmus liefert einen Weg. 
(iii)  Ist v  ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten 

ungeraden Knoten. 
(iv)  Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt 

der Algorithmus in v  , liefert also einen geschlossenen Weg.

Beweis: 

(i) Bei jedem Durchlauf der Schleifen 2.1-2.5 wird in 2.3 eine 
Kante entfernt. Das kann nur endlich oft passieren. Also muss 
das Verfahren irgendwann stoppen.
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Algorithmus 2.7
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Satz 2.9  
(i)     Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein 

Algorithmus. 
(ii)   Der Algorithmus liefert einen Weg. 
(iii)  Ist v  ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten 

ungeraden Knoten. 
(iv)  Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt 

der Algorithmus in v  , liefert also einen geschlossenen Weg.

Beweis:
(ii)  Nach Konstruktion erhalten wir eine Kantenfolge; 
        keine Kante wird doppelt verwendet.
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Satz 2.9  
(i)     Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein 
Algorithmus. 
(ii)   Der Algorithmus liefert einen Weg. 
(iii) Ist v  ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten ungeraden 
Knoten. 
(iv) Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt 
der Algorithmus in v  , liefert also einen geschlossenen Weg.
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Satz 2.9  
(i)     Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein 
Algorithmus. 
(ii)   Der Algorithmus liefert einen Weg. 
(iii) Ist v  ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten ungeraden 
Knoten. 
(iv) Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt 
der Algorithmus in v  , liefert also einen geschlossenen Weg.

Beweis:
(iii)  Ein gerader Knoten wird genauso oft verlassen wie betreten;

 also kann der Algorithmus in keinem davon stoppen, 
 aber auch nicht im Startknoten, wenn dieser ungerade ist. 
 Es bleibt nur der andere ungerade Knoten.
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Satz 2.9  
(i)     Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein 
Algorithmus. 
(ii)   Der Algorithmus liefert einen Weg. 
(iii) Ist v  ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten ungeraden 
Knoten. 
(iv) Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt 
der Algorithmus in v  , liefert also einen geschlossenen Weg.

Beweis:
(iv)  Wie in (iii) kann der Algorithmus in keinem geraden Knoten     

stoppen, der nicht der Startknoten ist. 
         Es bleibt nur der Startknoten.
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Satz 2.10
Wenn Algorithmus 2.7 stoppt, bleibt ein eulerscher Graph zurück, 
also ein Graph mit lauter geraden Knoten.

Beweis
Durch Entfernen des konstruierten Weges wird für jeden geraden 
Knoten der Grad um einen gerade Zahl geändert, bleibt also gerade.
Für einen der ggf. vorhandenen ungeraden Knoten ändert sich der 
Grad um eine ungerade Zahl, wird also auch gerade.
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Beobachtung 2.11
(i) Zwei geschlossene Wege mit einem gemeinsamen Knoten kann 

man in einen geschlossenen Weg verwandeln.
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Beobachtung 2.11
(i) Zwei geschlossene Wege mit einem gemeinsamen Knoten kann 

man in einen geschlossenen Weg verwandeln.
(ii) Man kann aus allen Wegen einen Weg machen, wenn der Graph 

zusammenhängend ist.
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Algorithmus 2.8
INPUT:      Ein zusammenhängender Graph G mit höchstens zwei ungeraden Knoten


OUTPUT:    Ein Eulerweg bzw. eine Eulertour in G

A. Wähle einen Startknoten v (ungerade falls vorhanden);


B. Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W von v aus zu bestimmen;


C. Solange es noch unbenutzte Kanten gibt:


C.1. Wähle einen von W besuchten Knoten w mit positivem Grad im Restgraphen;


C.2.Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W’ von w aus zu bestimmen;


C.3.Verschmelze W und W’


D. STOP
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Satz 2.12 
(i)     Das Verfahren 2.8 ist endlich.
(ii)   Alle Schritte lassen sich korrekt ausführen.
(iii) Algorithmus 2.8 liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.

Beweis:
(i) Wie gehabt: Es gibt nur endlich viele Kanten, also muss das      

Verfahren irgendwann stoppen.
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 (Beweis Satz 2.12, (ii) )

(ii) Solange es noch unbenutzte Kanten gibt, kann man diese 
auch von den benutzten Kanten aus besuchen:                        
Weil G zusammenhängend ist, muss es einen Knoten 
geben, der sowohl zu einer benutzten als auch zu einer 
unbenutzten Kante inzident ist.
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 (Beweis Satz 2.12, (iii) )

(iii) Am Ende haben wir einen Weg und es gibt keine 
unbenutzten Kanten mehr!
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Satz 2.12  
(i)     Das Verfahren 2.8 ist endlich. 
(ii)   Alle Schritte lassen sich korrekt ausführen. 
(iii) Algorithmus 2.8 liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.



 

Wir hinterlassen Kanten?!

v1 v2

v3v5

v4

 Es geht auch anders!
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Algorithmus 2.13
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Algorithmus 2.13
INPUT:      Graph G mit höchstens zwei ungeraden Knoten


OUTPUT:    Ein Weg in G. 


1. Starte in einem Knoten v  (ungerade, sonst beliebig);


2. Solange es eine zum gegenwärtigen Knoten v  inzidente unbenutzte Kante {v , v } gibt: 


2.1. Wähle eine dieser Kanten aus, e  ={v , v }, der den Restgraphen zshgd. lässt


2.2. Laufe zum Nachbarknoten v


2.3. Lösche die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.


2.4.Setze v   := v


2.5.Setze i := i+1


3. STOP

i

i

i+1

j

ji

0

i j

j
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Satz 2.14 
(i)     Das Verfahren 2.13 ist endlich.
(ii)   Alle Schritte lassen sich korrekt ausführen.
(iii) Algorithmus 2.13 liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.

36
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Satz 2.14 
(i)     Das Verfahren 2.13 ist endlich.
(ii)   Alle Schritte lassen sich korrekt ausführen.
(iii) Algorithmus 2.13 liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.

Beweis: 
(i) Wie gehabt! Es gibt nur endlich viele Kanten, also muss das      

Verfahren irgendwann stoppen.
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Algorithmus 2.13
INPUT:      Graph G mit höchstens zwei ungeraden Knoten


OUTPUT:    Ein Weg in G. 


1. Starte in einem Knoten v  (ungerade, sonst beliebig);


2. Solange es eine zum gegenwärtigen Knoten v  inzidente unbenutzte Kante {v , v } gibt: 


2.1. Wähle eine dieser Kanten aus, e  ={v , v },


2.2. Laufe zum Nachbarknoten v


2.3. Lösche die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.


2.4.Setze v   := v


2.5.Setze i := i+1


3. STOP

i

i

i+1

j

ji

0

i j

j
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der den Restgraphen zshgd. lässt



 (Beweis Satz 2.14, (ii) )

(ii) Kritisch ist 2.1. Wenn es nur eine Kante gibt, um den aktuellen 
Knoten zu verlassen, bleibt der Restgraph nach deren 
Benutzung zusammenhängend. 

Wenn es mehr als eine Kante gibt, um den aktuellen Knoten zu 
verlassen, von denen eine bei Entfernen den Graphen 
unzusammenhängend macht, sind alle anderen Kanten in 
geschlossenenen Wegen enthalten.

Also wählt man eine der anderen.

38



 (Beweis Satz 2.14, (iii) )

(iii) Nach Konstruktion bekommen wir einen Weg. Man hat 
immer einen zusammenhängenden Graphen, kann also 
keine Kanten zurücklassen.

v1 v2

v3v5

v4

Wir hinterlassen keine Kanten!
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Intelligenz nimmt zu: 
„Flynn-Effekt“

Feeling smarter already?!



ONE STRÖKE DRÅW idea-instructions.com/euler-path/
v1.0, CC by-nc-sa 4.0

 
1 x 1 x

1

. . .

6

 x0

 

 x≥2

 

5

4

 

 x≥1
 x1

4 6

GO!

 x>2 xx1  xx2 xx0

2 GO ?

3
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Musik...



Euler Time!
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Some citizens of Königsberg 
Were walking on the strand 
Beside the river Pregel 
With its seven bridges spanned

1
2 3

4 5
6

7
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“Oh Euler, come and walk with us!” 
Those burghers did beseech 
“We’ll walk the seven bridges o’er 
And pass but once by each.”
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“It can’t be done” then Euler cried. 
“Here comes the Q. E. D.  
Your islands are but vertices,  
And all of odd degree!”

3

3

3

5

You can’t walk this!
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