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2.1 Historie

« Alle Knoten sind

ungeracle?!

| _ f O |- Manmiisste an

S— | allen amcangen oder
aufhoren!

o Das geht nicht an

einem Stiick!

=

Fuler: (1) Das gilt {:’Llrjecl

ungeraclen Knoten gibt es keinen solchen Weg.

(2) Man kann auch charakterisieren, unter welchen Be&ingungen

es einen Weg tatsachlich gibt.
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2.3 Eulerwege

Problem 2.3 (Eulerweg)

Gegeben: Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein Eulerweg W in G - oder ein Argument, dass
kein Eulerweg existiert




2.3 Eulerwege

Satz 2.4 (Euler)

(1)

(2)

Ein Graph G=(V,E) kann nur dann einen Eulerweg haben,
wenn es hochstens zwei Konten mit ungeradem Grad gibt.

Ein Graph G=(V,E) kann nur dann einen geschlossenen
Eulerweg haben, wenn alle Konten geraden Grad haben.
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Beweis. Seien G = (V, E) ein Graph und v € V ein Knoten mit ungeradem Grad §(v).

' Dann kann die Zahl der in einem Eulerweg W zu v hinfiihrenden Kanten nicht gleich
- der von v wegfiihrenden Kanten sein. Also muss W in v beginnen oder enden. Damit:

r

(1) Es gibt in einem Eulerweg nur einen Start- und Endknoten.

(2) Bei einem geschlossenen Eulerweg gibt es fiir den Start- und Endknoten w gleich |
viele hin- und wegfiihrende Kanten. Also ist auch é(w) gerade. O |




2.3 Eulerwege

Fragen:

(I Was ist mit Graphen, in denen nur ein Knoten
ungeraden Grad hat?

a1 Die Bedingungen oben sind notwendig, d.h. sie

miissen auf jeden Fall erfiillt werden, wenn es eine
Chance auf einen Eulerweg geben soll. Sind sie auch

hinreichend, d.h. gibt es bei Erfiillung auch wirklich
einen Eulerweg?

(111) Wie findet man einen Eulerweg?
(III,) Wie sieht ein Algorithmus dafiir aus?




2.3 Eulerwege

Zu (1):

Satz 2.5 (Handshake-Lemma)

Fiir jeden einfachen Graphen ist die Zahl der Knoten mit

ungeradem Grad eine gerade Zahl.




2.3 Eulerwege

Zu (11):

Gegeben ein Graph G

- mit nur zwei ungeraden Knoten. Hat er einen Eulerweg?
- mit nur geraden Knoten. Hat er eine Eulertour?

Der Graph muss zusamenhiangend sein! '



2.3 Eulerwege

Zu (11):

Gegeben ein zusammenhangender Graph G

- mit nur zwei ungeraden Knoten. Hat er einen Eulerweg?
- mit nur geraden Knoten. Hat er eine Eulertour?

Grundtechnik:

Um zu sehen, wo man etwas richtig
machen muss, tliberlegt man sich, wo
man etwas falsch machen kann!




\ 2.3 Eulerwege \

Wir hinterlassen Kanten?! [
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128 SOLVTIO PROBLEMATIS

SOLVTIO PROBPEMATISV .
GEOMETRIAM SITVS

"PERTINENTIS.
AVCTORE

Leonb. Eulero.
§. 1.

st virt, | JRacter illam Geometriae partem, quac circa quin+
titates verfatur, et omni tempore fummo fpdig:

' eft exculta, alterivs partis etiamnum admodum
ignotae primus mentionem fecit Leibnitzius, quam Geo-

metrigm fitus vocavit. Ifta pars ab ipfo in folo fii
determinando, fitusque proprietatibus eruendis occupata,
effe ftatvitur; in quo negotio: neque ad qusntitates re-
fpiciendum, neque calculo quantitarum  viendum - fit.
Cuiusmodi autem problemata ad hanc fimus Geometriam -
pertineant , et quali methodo in iis refoluendis vt opor-
tear, non fatis eft definium.  Quamobrem, cum nuper
problematis cuivsdam mentio effer fata, quod quidem
. ad .geometriam pertincre videbatur, ot ita erat com-
paratum, vt neque determinationem quantitatum requi-
reret, neque folutionem calculi quantitarum ope admit=
teret, id ad geometriam fitws referre haud dubitaui:
pracfertim quod in eius folutione folus fitus in confide-
rationem vemat, calculus vero mullivs prorfus fic vius,
Methodum ergo meam gquam ad huius generis proble-
y mata

?

o

Fuler: (1) Das gilt F’Llrjecle bcliebige Instanz: Mit mehr als zwei

ungeraclen Knoten gibt es keinen solchen Weg.

(2) Man kann auch charakterisieren, unter welchen Be&ingungen

_ es einen Weg tatsachlich gibt. ‘




Hierholzer proved that a graph has an Eulerian cycle if and only if it is connected and every
vertex has an even degree (excluding the starting and terminal vertices). This result had been
given, without proof, by Leonhard Euler in 1736. Hierholzer apparently explained his proof, just
before his premature death in 1871, to a colleague who then arranged for its posthumous
publication which appeared in 1873.!1]

Mathematische Annalen
...March 1873, Volume 6, Issue 1, pp 30-32

Ueber die Moglichkeit, einen -Linienzug ohne Wiederholung
und ohne Unterbrechung zu umfahren.

Von Carr HierHOLZER.
Mitgetheilt von Cur. Wisxer*).

In einem beliebig verschlungenen Linienzuge mogen Zweige eines
Punktes diejenigen verschiedenen Theile des Zuges heissen, auf welchen
man den fraglichen Punkt verlassen kanu. Ein Punkt mit mehrercn
Zweigen heisse ein Knotenpunkt, der so vielfach genannt werde, als

- ———

*) Die folgende Untersuchung trug der leider so frith dem Dienste der Wissen-
schaft durch den Tod entrissene Privatdocent Dr. Hierholzer dahier (gest.
18. Sept. 1871) einem Kreise befreundeter Mathematiker vor, Um sie vor Ver-
gessenheit zu bewahren, musste sie bei dem Mangel jeder schriftlichen Aufzeich-
nang ans dem Gediichtniss wieder hergestellt werden, was ich unter Beihilfe
meines verehrten Collegen Liiroth durch das Folgende moglichst getren auszu-
flibren suchte.




INPUT: Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Weg in G.

1. Starte in einem Knoten v, (ungerade, sonst beliebig);

2. Solange es eine zum gegenwadrtigen Knoten v; inzidente unbenutzte Kante {v;, vj} gibt:

2.1. Wdhle eine dieser Kanten aus, e ={Vi’ vj}

2.2. Laufe zum Nachbarknoten V,

2.3. Losche die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.

2.4.Setze Vii= Vo

1:= J

2.5.Setze i := i+l

3. STOP




Algorithmus von Hierholzer

INPUT: Ein zusammenhangender Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Eulerweg bzw. eine Eulertour in G

A. Wahle einen Startknoten v (ungerade falls vorhanden);

B. Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W von v aus zu bestimmen;

C. Solange es noch unbenutzte Kanten gibt:
C.1. Wahle einen von W besuchten Knoten w mit positivem Grad im Restgraphen;
C.2.Verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W’ von w aus zu bestimmen;
C.3.Verschmelze W und W'

D. STOP




Satz 2.9

(i) Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein
Algorithmus.

(i1) Der Algorithmus liefert einen Weg.

(i) Ist v,ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten
ungeraden Knoten.

(iv) Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt
der Algorithmus in v, liefert also einen geschlossenen Weg.

Bewels:
(1)
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Satz 2.9

(1) Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein
Algorithmus.

(i1) Der Algorithmus liefert einen Weg.

(i) Ist v,ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten
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INPUT: Graph G mit hochstens zwei ungeraden Knoten

OUTPUT:  Ein Weg in G.

1. Starte in einem Knoten v, (ungerade, sonst beliebig);

2. Solange es eine zum gegenwadrtigen Knoten v; inzidente unbenutzte Kante {v;, vj} gibt:

2.1. Wdhle eine dieser Kanten aus, e ={Vi’ vj}

2.2. Laufe zum Nachbarknoten v.

o 2.3. Losche die Kante aus der Liste der unbenutzten Kanten.

2.4.Setze Vii= Vo

1:= J

2.5.Setze i := i+l

3. STOP




Satz 2.9

(1) Das Verfahren 2.7 stoppt immer in endlicher Zeit, ist also ein
Algorithmus.

(i1) Der Algorithmus liefert einen Weg.

(ii1) Ist v, ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten
ungeraden Knoten.

(iv) Ist G eulersch (d.h. haben alle Knoten gerade Grad), stoppt
der Algorithmus in vy, liefert also einen geschlossenen Weg.

Bewels:

) Bei jedem Durchlauf der Schleifen 2.1-2.5 wird in 2.3 eine
Kante entfernt. Das kann nur endlich oft passieren. Also muss
das Verfahren irgendwann stoppen.
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