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] 541 Logistische Rekursion }
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“Wachstum proportional zu einer GroBe:

- Ergebnis:
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Exponentielles Wachstum:

941 Logistische Rekursion

WW%%W//// |

World Population (in billions)

(i

7

W

‘4

W

::,.

Das geht nicht beliebig lange weiter!

i,

AR A T R R R T T T T T H T T R

W

/.

LA R LR A B 2



54.1 Logistische Rekursion

Pierre-Francois Verhulst
(1804-1849)

Notice sur la loi que la population
pursuit dans son accroissement.

In: Corresp. Math. Phys.. 10, 1838, S. 113-121

“Notiz tber das Gesetz,
das die Bevolkerung bei ihrem
Wachstum befolgt.”



54.1 Logistische Rekursion

Verhulst urspriinglich: Stetiger Prozess! l

Population size, N

Time

In Populationsdynamik beobachtet:
Diskreter Prozess!



54.1 Logistische Rekursion

Zuwachs durch Fruchtbarkeit: '

Lnt+l — qfdn

Schwund durch Verhungern (etc.): '

Tnt1 = qr(G — xp)

Zusammen:

Tni1 = qrGuTn(G — z,)

Normiert: '

Tpi1 = TTn(l — x,)
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Rekursion:

0.05488

014523092
034758892
0.63495841
0.64900143
0.63783600
0.64680346
063965648
064538899
064081372
0.64448019
064155133
064389702
0.64202221
064352313
064232311
064328357
0.64251549
064313014
0.64263854
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Rekursion strebt gegen Fixpunkt:
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Rekursion strebt gegen Fixpunkt:
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Rekursion strebt gegen Fixpunkt:
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G

Rekursion strebt gegen Fixpunkt:
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Zwei Fixpunkte!

I

iy

B

'
/)

7

Wi

S I WRePrPTELLAD TRy 'EELA LT R A dw Petn 2 A LRI EERNE _ FE T AR EE SN E -.-19.. Pn!‘.‘ﬁ..l'\vﬂa“')ukbevi‘Qe‘lo!u!AQ&I«‘D'-}Q'-n.n'.A L4400y ysamaen
NG D NG AN N P NI N I NG NG N P NS AN PN N NI NG N 0 NP A NS N NG N N P N AN N -z:

G A

Vi Y

7



xxxxxxxxxx

S I WGEPrPTRLAD ANy [ EEEL T R Asdw Petn S AL IR ENE  FR A REUEEEEENE ., s A2 E A RS TS R RS TR AR RN R IR EY FE R RER LAY R Y RN RN R ETE
NG N NG N N W N N D I NG NG N N NS N IND N NP NG PN N IND NG N N NG N9 N P N N N -2

. s s s
,Qvaltﬁ".7’6.‘0(0.&1#"&6.M'~ll‘t*ﬂ.i-'—‘iv “ Fowes redse IR E R R EE F R E E K
: PN NS PN NP N8 o N N 50 NP INE ISP N0 N PN NG PN NP D N 28 .

Zwei Fixpunkte!

E(E(x))

1.0

7/,
A

LY

N

i/
5

7

7

') 7, 7 %
77

G

g7

%

'f
¢

v

7

7

7z

¢

-

- 9

/



. s s s
,"cl'ﬁ“.ilﬂé'(aiﬂihQ‘t-0‘h0<.i‘tdﬂ.‘-'&a W Fawe s LE R T T R N E R TR ke

: PN NS PN NP N0 0 N NP N0 NP INE ISP PN N PN NG N NP N N 28 .

“

A

,6 »
7

Vier Fixpunkte!
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Entwicklung der Fixpunkte:
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54.1 Logistische Rekursion

Keinerlei Fixpunkte -
deterministisches Chaos:

£(x)
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541 Logistische Rekursion
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Kausalitat?!
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54.1 Logistische Rekursion

Grenzen der Kausalitat!

Predictability: Does the flap of a
butterfly’s wings in Brazil set off a
tornado in Texas?

Edward Lorenz
(1917-2008)
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94.2 Friihkindliche Bildung

Erste Worter

Helmut Spanner

. - i

Pappbilderbuch, 16 Seiten
erschienen 1993

Nur wer viel spricht, lernt sprechen! Entsprechend schnell
wachsen Sprachverstandnis und Wortschatz von Kleinkindern, je
mehr Gelegenheit Eltern ihnen zum Uben geben. Die Bilderbiicher
von Helmut Spanner eignen sich hervorragend zur spielerischen
Sprachférderung, denn durch Zeigen und Benennen von
Alltagsgegenstianden wird der passive Wortschatz in aktiv nutzbare
Wdérter umgewandelt.

Mehr als 250 Dinge, die Kindern ab einem Jahr vertraut sind,
wurden hier, nach Themen geordnet, auf groBen Doppelseiten
zusammengestellt. Ab und zu entdeckt man auch einen kleinen
Baren oder ein Mauschen, die mit den Dingen spielen.

>> Lesermeinungen zu diesem Buch

== — D .

24



! Erste Bilder
i oo
é Erste Worter

Helmut Spanner

Luftmatratze

94.2 Friihkindliche Bildung

Am Wasser <

! 2
f S e
2 7 (% oo Eimer
N ;

¥ NG

8
Steine

Luftmatratze

Xpi1=X2-Y2-C,
Yn—l—l 2XnYn - Cy

C =0, +iC,

Zn—l—l :Z2 —C

n
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54.2 Vie Mandelbrotmenge

Noch einmal quadratische Rekursion: '

2
Zpn+l = 2, T C z0 =0

Fur welche Werte c bleibt das beschrankt?

c=-2:0-222 ..

c=1/4:0,0.25,0.3125,0.3476,0.3708, 0.3875, 0.4001, 0.4101, ...

Man kann das auf die logistische Iteration abbilden... l

26



54.2 Die Mandelbrotmenge

Noch einmal quadratische Rekursion:

Zpn+l = 2, T C 20 =0

Fiir welche komplexen Werte c bleibt das beschrankt?

*
Kook ok
koK Kk
Fokok ok ok
PSS S
EEE SRS ST ES ST S
KKK CRR KKK KR KCKK KRR ok
EES ST LSS LSS LSS LS L TS
oK KR K oK K K O K K R K S OK S OK Kk K koK ok
EES ST LSS S S LTS
Kok oK O K oK KK K S K K kR K R K K K K ok K koK ok
kokkokok EEESES TS TS LTSS LSS LSS LTSS
KRR RRRRK SR KR K K R K O OK S OK SR K K K R K SOk K K ok K ok

LRSS ES TS LEL LSS LSS LSS LSS LSS LSS LSS LSS LSS LSS LSS LSS LSS LSS TS

AR OROK K ROROK R OK KRR oK R K O K K KR K kK K K K SOk K K KK ok ok
ARRCKROR KK RKK SOk KRR SR K K O K SOk SR K OOk K R K Ok K Kok ok ok
¥Rk S oH K SR K SR K oK K R K K SR KR K KK R K R K KOk ok ok

Aok oK O K K kK K S K kK kR K KK SOk Ok K koK ok ok
EES ST TS TS ESLEL LSS TS LS
KoK ok K oK kK K SOk K kK K S OK K K ROk ok ok
KA kKR KKK kK kK KKK K kK Kok
EES TS TS TS T L S
KK K OKKOK KKK R OK K Ok Kk
EER S TS TS
Aok ok ok
koK ok ok
Kook ok
*
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54.2 Vie Mandelbrotmenge

Besser aufgelost: I

28



54.2 Vie Mandelbrotmenge

Realteil auf die

logistische Iteration
abgebildet:

29



54.2 Die Mandelbrotmenge

Farbig: '
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54.2 Vie Mandelbrotmenge

Ausschnitt:

-> Film:
e Video von tthsqe12
e Musik ,,Research Lab“ von Dark Flow

P ———

M —_——— B e s e g S e e g ———— - D
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54.2 Vie Mandelbrotmenge

Fractal Geometry of Nature
(1982)

THE FRACTAL GEOMETRY OF NATURE
Benoit B. Mandelbrot

Benoit Mandelbrot
(1924-2010)

Erste Dauerprofessur:
1999

33



54.5 Fraktale

Mandelbrot How long is the coast line of Britain?
(1967)

| [S— f—

MaBstab 200km: MaBstab 100km: MaBstab 50km:
2350km 2775km 3425km

34
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Niels Fabian Helge
Hartmut von Koch
(1870-1924)

Schneeflockenkurve

(1904)

54.5 Fraktale
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54.5 Fraktale

Pro Iteration:
Lange wachst um
Faktor 4/3

N\

l)Cl'i meter gl’()W’S ] .
Hausdorff-Dimension

des Randes:
log(4)/log(3)
=1.2618595...

with each addition

/ Flache:
Lange wachst um

area never grows past this circle Faktor 4/3

37



54.5 Fraktale

38

Szierpinski-Dreieck:
Flache schrumpft um

Faktor 3/4 pro
Iteration

Hausdorff-Dimension
der Flache:
log(3)/log(2)
= 1.5849625...



54.5 Fraktale

Fraktale in
der Natur:

Romanesco




54.3 Fraktale

Fraktale in
der Natur:

Eiskristalle
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54.9 Fraktale

Fraktale in
der Natur
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54.9 Fraktale

Fraktale in
der Natur:

Muster elektrischer Entladung
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54.5 Fraktale
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54.9 Fraktale
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54.5 Fraktale

SNAPSHOTS

<

urr

up, usz‘ra//'a November 21, 2020

" SkySat * B
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, 54.3 Fraktale

PlanetScope  Derby, Australia « February 14, 2022
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% Fraktale

54.
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Hunga Tonga-Hunga Ha’apai, Tonga « January

SkySat «

RapidEye « Waterton Lakes National Park, Canada « August 27, 2019

PlanetScope « Near Riyadh, Saudi Arabia « December 2, 2023

PlanetScope ¢ Kane Basin, between Canada and Greenland « July 9, 2023

PlanetScope ¢« Gomso Bay, South Korea ° Jnuary 6, 202
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, 54.3 Fraktale

SkySat « Antarctica ¢ February 20, 2022

46



: )

RCLAPVI T QUL PPN ,r PV EQLEAC R AT EN ARG A S - v Farna o R S SRR R R LR R e b it

. PN NS PN N N N N N N0 NP NE NP N N NP NS PN NN N sds
«

-

.

)

Z

iy

£):

777

s

e

£
/;

IO

.
"/

“Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines

are not circles, and bark is not smooth, nor does lightning
travel in a straight line.” - Mandelbrot
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Stanislaw Ulam
(1909-1984)

John von Neumann
(1903-1957)

544 Zellulare Avtomaten

e I I R R G

O O O 1 1 1 1 O

“Rule 307
(0*128+0%64+0%32+1*16+1*8+1%4+1*2+0*1
=30)
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Rule 30
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Stephen Wolfram
(1959-)

Rule 110

Matthew Cook (1998)
Rule 110 ist “universell”
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John Conway
(1937-2020)
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I_r

Game of Life:

(1970)

. Jede Zelle lebt oder ist tot.

Jede Zelle hat 8 Nachbarn.

. Eine lebende Zelle mit weniger als

zwei lebenden Nachbarn stirbt.

. Eine lebende Zelle mit mehr als

drei lebenden Nachbarn stirbt.

. Eine lebende Zelle mit zwei oder

drei lebenden Nachbarn lebt
weiter.

. Eine tote Zelle mit genau drei

lebenden Nachbarn wird lebend.
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-> Film:
e Video von Emanuele Ascanti
e Musik ,,Lux Aeterna“
von Clint Mansell & Kronos Quartet
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54 Nichtlineare Rekursionen

e Die Welt ist nichtlinear!

e Nichtlinearitit birgt viele Uberraschungen!

T—
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Demnachst mehr!
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