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Mathematische Aussagen

Mathematische Aussagen sind entweder wahr oder falsch.

13 ist eine gerade Zahl.
« Die Summe der ersten n naturlichen Zahlenist n(n + 1)/2.

« Die grofte Primzahl ist 282589933 — 1

« Zusammenh&angende, einfache Graphen mit n = 2 Knotenund n — 1
Kanten besitzen mindestens zwei Knoten vom Grad 1.

« Besitzt ein zusammenhangender Graph nur Knoten geraden
Grades, besitzt er eine Eulertour.
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Mathematische Aussagen

Mathematische Aussagen sind entweder wahr oder falsch.
13 ist eine gerade Zahl.
 Esgibt eine Zahl k € N, sodass 2k = 13

. Die Summe der ersten n natirlichen Zahlen ist n(n + 1)/2.

« Firjedesn € Ngilt: ¥ ,i= "(";1).

Die grof3te Primzahl ist 282589933 — 1
« Fir jede Primzahl p gilt: p < 282589933 — 1

Zusammenhangende, einfache Graphen mit n > 2 Knoten und n — 1 Kanten besitzen mindestens zwei
Knoten vom Grad 1.

« FUr alle zusammenhangende, einfache Graphen mit n > 2 Knoten

und n — 1 Kanten gilt: es gibt mindestens zwei Knoten vom Grad 1.
Besitzt ein zusammenhéngender Graph nur Knoten geraden Grades, besitzt er eine Eulertour.

* FUr jeden zusammenhangenden Graphen G, deren Knotengrade
alle gerade sind, gilt: G besitzt eine Eulertour
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Mathematische Aussagen

Mathematische Aussagen sind entweder wahr oder falsch.

. |Es éibt eine Zahl k € N, sodass 2k = 13

- [Firjedes|n € N gilt: 3% ,i = n(n;l).

« |Fir jede|Primzahl p gilt: p < 282589933 — 1

« |Fdr allejzusammenhangende, einfache Graphen mit n = 2 Knoten
und n — 1 Kanten gilt: es gibt mindestens zwei Knoten vom Grad 1.

- |Fir jeden|zusammenhéngenden Graphen G, deren Knotengrade
alle gerade sind, qilt: G besitzt eine Eulertour

Welche Aussagen sind wahr?
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Existenz- vs. Allaussagen

_ Existenzaussage | Allaussage
Zelgeﬂ BeiSpiel reicht als Beweis BeWGIS
Widerlegen Beweis Beispiel reichtais Beweis

Negation einer Existenzaussage wird zu einer Allaussage.
Negation einer Allaussage wird zu einer Existenzaussage.
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Logische Verknipfungen

: : : o : ikati Aquivalenz
Negation  Konjunktion  Disjunktion o q

S 7 “ (,wenn...dann", (,genau dann
(,Nicht®, =) (,Und“,A) (,Oder*,v) ) VE )

e — I R KV PR AV Y AV

1: Aussage ist wahr
0: Aussage ist falsch

P Pk O
) O K
o O
— O O
R
) O
, O O

g,
-vo-«

£

< o

. Technische - - )
3 %’: Universitit Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | 16.11.2023 | Ubung 1 | Seite 10
‘!;%i {{*’0 Braunschweig
“Nsci




Fragepause

t Technische - - - :
Universitit Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | 16.11.2023 | Ubung 1 | Seite 11

¥ Braunschweig




Implikation & Aquivalenz |

In Beweisen (an der Tafel etc.) werden oft Implikations- und Aquivalenzpfeile
einfach in den Fliel3text eingebaut. Aul3erdem gibt es Formulierungen im
FlieRtext, die genau der Bedeutung der Implikation und Aquivalenz entsprechen:

A=B
Implikation ,wenn A gilt, dann gilt auch B*
— ,aus A folgt B*

,2A impliziert B*

A B
,A gilt genau dann, wenn B qilt"
,A und B sind aquivalent”

Aquivalenz
=
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Implikation & Aquivalenz II

Implikation und Aquivalenzen sind transitiv:

A B, B (C, Ce D
A=>B, B=>C, C>D

A D
A=D
Eine solche Verkettung von Aussagen ist oft
die wesentliche Struktur eines Beweises.
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Beweistechniken - Teil 1
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Aus der Vorlesung

Satz 2.4:
(1) Ein
Ochstens zwei Knoten

(2
Knoten geraden Grad beskzen.

kann nur dann einen Eulerweg besitzen, wenn es
it ungeradem Grad gibt.
nur dann eine Eulertour besitzen, wenn alle

Belweis: Gibt es in der Vorlesung

Gibt es Graphen mit
genau einem
ungeraden Knoten?
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,Handshake-Lemma*“

Satz 2.5: Fir jeden beliebigen einfachen Graphen ist die 3
Zahl der Knoten mit ungeradem Grad gerade.

Beweis:
Betrachte Summe der Knotengrade

n
z §(v;)
i=1
Jede Kante wird doppelt betrachtet, also

n
Z S(v;) = 2m 1 Vs
i=1

n
ZS(Ui)=3+4+2+4+3:16
i=1

V2 V4

Das ist eine gerade Zahl!

Es kann also nur gerade viele Knoten ungeraden Grades geben.
(Géabe es ungerade viele ungerade Grade, ware auch die Gradsumme ungerade)
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Arten von Bewelsen

* Direkter Beweis

« Kontraposition
» wir drehen die Aussage um* ...
... und beweisen diese dann direkt

« Widerspruchsbeweis
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Direkter Bewels

t Technische - - - :
Universitit Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | 16.11.2023 | Ubung 1 | Seite 19

¥ Braunschweig




Beweise — Direkter Beweis

Aussagen oft in der Form A = B. Unterscheide zwischen
(A) und Schlussfolgerung (B)

Wird die Schlussfolgerung durch eine logische Folgerungskette
aus den Voraussetzungen hergeleitet, so spricht man von einem
direkten Beweis.

Beispiel:
: xty
Wenn , dann gilt \/xy < >
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Beispiel

Beispiel:
i Xty
Wenn », v © R und x, v = 0, dann gilt \/xy < >

Beweis:
x,y ERundx,y >0

???:%2 Xy
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Beispiel

Beispiel:

i Xty
Wenn », v © R und x, v = 0, dann gilt \/xy < >
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Beweis:
x,y ERundx,y >0

(x + v)? x+y
:Tny@ 5 > \/xy

Monotonie der Wurzelfunktion
und: x,y >0
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Beispiel

Beispiel:
i Xty
Wenn », v © R und x, v = 0, dann gilt \/xy < >

Beweis:
x,y ERundx,y >0

=>x—y)l=x2-2xy+y*=0 |+4xy

= x? + 2xy + y? = 4xy

(x+y)2> x+y

= >
g =TT =vY
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Beweise — Direkter Beweis

Satz des P “a? + b? = c?

Beweils:

Wo fange ich an?

Geht es hier Uberhaupt um Dreiecke?
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Beweise — Direkter Beweis

Satz des Pythagoras: FUr ein rechtwinkliges Dreieck D mit Kathetenlangen a und b
und Hypothenusenlange c gilt a® + b? = c2.
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Beweise — Direkter Beweis

Satz des Pythagoras: FUr ein rechtwinkliges Dreieck D mit Kathetenlangen a und b
und Hypothenusenlange c gilt a® + b? = c2.
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Beweise — Direkter Beweis

Satz des Pythagoras: FUr ein rechtwinkliges Dreieck D mit Kathetenlangen a und b
und Hypothenusenlange c gilt a® + b? = c2.

2
a
+ c<
— 2
C 2
a‘ | D
b 2
b 2
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Beweise — Direkter Beweis

Satz des Pythagoras: FUr ein rechtwinkliges Dreieck D mit Kathetenlangen a und b
und Hypothenusenlange c gilt a? + b? = ¢?.

Beweis: Betrachte folgende Konstrukte:

72 D D D D
c?
D
c?
b? a’| D

Beides sind Quadrate mit Seitenlange a + b b?
Also gilt a? + b? + 4 - Area(D) = c¢? + 4 - Area(D)
= a? + b? = ¢?
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Kontrapostition
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Beweise — Kontraposition

Ein direkter Beweis kann schwierig sein, sodass sich die Kontraposition anbietet.
Es gilt
(A = B) =4 (—lB = —|A)

Wir kdnnen also annehmen, dass B nicht gilt und folgern daraus, dass auch A
nicht gelten kann.

Beispiel: Sein € Z. ,Wenn n? ungerade ist, ist n ungerade” wird zu
,Wenn n gerade ist, ist n? gerade.”

Beweis: ngerade >esex. k eZ mit 2k =n
= n? = 4k* = 2 - 2k?, also eine gerade Zahl.
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Widerspruchsbeweis
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Beweise — Widerspruch

1Ly,

S

Mathematische Aussagen sind entweder wahr oder falsch. Um
eine wahre Aussage zu beweisen, kbnnen wir zeigen, dass die

Negation nicht gilt.

Diese Beweistechnik nennt man Widerspruchsbeweis.

Widerspruchsbeweis fur Aussage A:

« Wir nehmen an: —A gilt.

* Fdhre —A zu einem Widerspruch

 Die Annahme —=A muss falsch sein,
denn sie ist widersprtchlich

* = A muss wahr sein.

_— o

Haben kein ganz genaues Ziel
Nur: Wir wollen irgendwie zeigen,
dass unter dieser Annahme was
richtig bose kaputt ist
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Widerspruchsbeweis - Beispiel

Beispiel: Besitzt ein zusammenhéangender Graph G eine Brlcke e,
S0 besitzt G Knoten mit ungeradem Grad.

Beweis: Wir nehmen an, diese Aussage gilt nicht.

Also: Ein zusammenhangender Graph G besitzt eine Bricke und
nur Knoten mit geradem Grad.

Dann existiert in ¢ eine Eulertour.

Da e auf der Eulertour liegt und sein Entfernen G in zwei
Komponenten teilt, kbnnen wir eine Komponente verlassen, aber
nicht dorthin zurtiickkehren.

Wir kbnnen also keine Eulertour in G konstruieren.
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Widerspruchsbeweis - Beispiel
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Beispiel: Besitzt ein zusammenhéangender Graph G eine Brlcke e,
S0 besitzt G Knoten mit ungeradem Grad. k

Beweis: Wir nehmen an, diese Aussage gilt nicht.

Also: Ein zusammenhangender Graph G besitzt eine Brlc
nur Knoten mit geradem Grad.

Dann existiert in ¢ eine Eulertour.

Da e auf der Eulertour liegt und sein Entfernen G in zwei
Komponenten teilt, kbnnen wir eine Komponente verlas
nicht dorthin zurtickkehren.

Wir kbnnen also keine Eulertour in G konstruieren.

N

Die Annahme ist widersprichlich, also muss die urspriingliche Aussage gelten.
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Aquivalenzen
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Beweise — Aquivalenzen Bo
Cweis 4 = p
Aussagen der Form A & B kdnnen bewiesen werden, A=
indem sowohl A = B und B = A gezeigt werden. Bewei —B
€IS B =y

Bsp: Ein zusammenhangender Graph besitzt genau dann
eine Eulertour, wenn jeder Knotengrad gerade ist. AUs beiden yorg

Um eine solche Aussage zu widerlegen, reichtes A = B oder B = A
zu widerlegen.

® ®
oﬂllb

Bsp: Ein Graph ist genau dann zusammenhangend, wenn
jeder Grad mindestens zwei ist. ‘/\ ‘/\.
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Kontraposition anwenden, wie hier beispielhaft gezeigt
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Mehr Beispiele
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Zu S am m e n h an g VO n G rap h e n https://en.wikipedia.org/wiki/Component_(graph_theory)

Ll

Satz: Wenn ein Graph ¢ zusammenhangend
Ist, enthalt er mindestens n — 1 Kanten.

Beweis: W

Flgt man eine Kante in einen Graphen ein, so kann sich die Anzahl an
Komponenten nur um eins verringern.

Ein Graph ohne Kanten besitzt n Komponenten, ein zusammenhangender
Graph nur eine Komponente.

Also missen mindestens n — 1 Kanten eingefligt werden, um Zusammenhang
zu gewabhrleisten.
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Kreise in Graphen

https://en.wikipedia.org/wiki/Component_(graph_theory)

Ll

Satz: Wenn jeder Knoten eines Graphen G einen Grad
von mindestens zwel besitzt, enthalt G einen Kreis.

Beweis: W

Betrachte einen langsten Pfad P := v,, v, ..., v; In G und einen Knoten v;, der
adjazent zu v, ist.

v; muss auf P liegen, anderfalls konnte P erweitert werden.
Dannist K := vy, v, ..., v;, v, €in Kreis in G.
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Kreisfreie Graphen

Satz: Ist ein Graph G kreisfrei und zusammen-
hangend, dann enthéalt er exakt n — 1 Kanten.

ey,

Beweis:
Um zusammenhangend zu sein, brauchen wir mind. n — 1 Kanten.

Bleibt zu zeigen: Um kreisfrei zu sein, durfen wir maximaln — 1 Kanten besitzen.
Annahme: Wir besitzen mindestens n Kanten. Wir folgern, dass G dann auch einen Kreis
besitzt.

Entferne zunachst nach und nach alle Knoten mit Grad 1 samt Kante. Da wir das
hdchstens n — k mal machen kénnen (mit 0 < k), bleiben k Knoten und > k Kanten (brig.

Weiter bleibt ein Graph Ubrig, in dem jeder Knoten einen Grad von mindestens zwei
besitzt. Er kann also nicht kreisfrei sein. Daraus folgt, dass auch G nie kreisfrei war.
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Beweistechniken — Teil 2 (Teaser)
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Beweise — Teil 2 (Teaser)
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Beweise — Teil 2 (Teaser)
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Merkzettel:

https://www.ibr.cs.tu-bs.de/alg/Merkzettel/proof-booklet. pdf
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