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Algorithmen und Datenstrukturen - Ubung #8
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Bisherige Sortierverfahren

Sortiere Teilarrays und merge sie. Beginne mit kleinstem

Mergesort O(nlogn) Teilarray (z.B. der Grofde 1)
Quicksort 0(n?) Plvptlslere und sortiere rekursiv auf beiden Teilarrays ‘
weiter.
Radixsort 0 (d(n + k)) Sortiere Zahlen iterativ nach d Ziffern mit Werten 1 bis k.
Bubblesort 0(n?) Iteriere n-mal iber das Array und vertausche falsch-
(P-Blatt 4) stehende benachbarte Objekte.
2 Setze das i-t kleinste Element in der i-ten Iteration an die
0(n*) .
i-te Stelle
0(n?) Setze das i-te Element des Arrays in A[1] ... A[i] an die

richtige Stelle.
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Quicksort - Prinzip

Pivotelement

<X > X
<X > X
<X > X
<X X > X

Rekursion Rekursion
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Quicksort - Partition
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Pivotelement x
Letztes Element im Array

Zwei Zeiger

* i: Letzte Position mit Zahlen < x
* j: Erste Position mit nicht verglichenen
Elementen

j
8 0
J
8|0
i
0|8
0 5
0 5
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Quicksort - Partition
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Pivotelement x
Letztes Element im Array

Zwei Zeiger

* i: Letzte Position mit Zahlen < x
* j: Erste Position mit nicht verglichenen
Elementen

.
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Quicksort - Laufzeit

_ |Best-Case | Average-Case | Worst-Case |
O(nlogn) O(nlogn) O(n?)

Rekursionsgleichung Worst-Case:

T(n)=T(n—1)+G)(n):>T(n)EG)< i)z@(nz)

n
i=1
Rekursionsgleichung Best-Case:

n
T(n) = 2T (E) +0(n) = T(n) € O(nlogn)
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Mediane - Definition

Rang-k Element m in X:

[ ] (N ) [ ] ?—r o000 [ ]
{xeX:x<m}| >k !
Jeder Punkt in diesem
{xeX:x>m}|=>n—-k+1 Bereich ist ein Median!

Flr einen Median m in X gilt:

{x € X:x <m}| < H Bei X = {1,2,3,4,5,6,7,8} sind sowohl 4 als auch
2 5 ein Median.
|G € X:x > m}| < [
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Mediane - Definition

Rang-k Element m in X: Bei X = {1,3,5,7,9} ist die 5 der Median und 5

der Durchschnitt.
{x e X:x <m}| >k
Bei X = {1,3,5,7,984} ist die 5 der Median und
{xeX:x=>=m}|=zn—-k+1 200 der Durchschnitt.

Der Median m minimiert
Flr einen Median m in X gilt:

|x —m|
x € x:x <m}| < |3 ;(
n Der Durchschnitt D minimiert
x€EX:x>m}| <|=
I H<l3 S - 0y
xeX
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Mediane - Algorithmus (I)

Naive Idee

Sortieren und das Element an der k-
ten Stelle ausgeben

Laufzeit: ©(nlogn) Geht das besser?

Nutze das Prinzip von Quicksort

Pivotisiere und arbeite rekursiv auf
einem Teil weiter

Dazu stellen sich die Fragen:
1. Auf welchem Teilarray geht es weiter?
2. Istdas schneller als @(nlogn)?
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Mediane - Algorithmus (II)

1. Aufwelchem Teilarray geht es weiter?
Nach Pivotisierung:

A[1] Al2] . | A[i — 1] Ali] Ali+1] | ... |A[n—=2] |[A[n—1] | A[n]
\ } I \
| |
[ — 1 kleiner Pivotelement n — i grofder
3 Falle:

1. Falls k < i, suche im linken Teilarray nach dem k-ten Element.
2. Falls k = i, dann haben wir das k-te Element gefunden!

3. Falls k > i, suche im rechten Teilarray nach dem (k — i)-ten Element.
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Mediane - Algorithmus (III)

2. Istdas schneller als ©(nlogn)?

Wie bei Quicksort kann grofieres Teilarray n — 1 Elemente enthalten. Dadurch Laufzeit Q(n?)

e 3|5 481713122/ 119 1510/ 6 21114/ 0.

1. Teile Zahlen in 5er Gruppen 3 1310
2. Bestimme Median in jeder Gruppe 5 22 6
3. Bestimme Median der Mediane m 4 1 21
4. Benutze m als Pivotelement 8 9 14
7 15 0

3 10
4 9 6
7 1514
8 2221

3/4[5/7]8[1]9]0]6[1013]15/22/14]21
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Mediane - Analyse

Wie viele Zahlen gibt es, die grofder/kleiner als m sind?

Sortiere die t 5er Gruppen gedanklich nach deren Median
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Mediane - Analyse

Wie viele Zahlen gibt es, die grofder/kleiner als m sind?

Sortiere die t 5er Gruppen gedanklich nach deren Median

Der rote Bereich enthalt nur Elemente, die hochstens m sind. Wie viele sind das?
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Mediane - Analyse

Der rote Bereich enthalt nur Elemente, die hochstens m sind. Wie viele sind das?

Nehmen wir an wir haben t Gruppen, so ist der Median m in der E]-ten Gruppe.
Bei 5er Gruppen, sind pro Gruppe mindestens 3 Elemente < m.

Entsprechend gibt es mindestens 3 - H viele Elemente < m.

3
Damit gibt es maximaln — 3 - [ ] <n-—-= t =n-—z- g = En Elemente grofier als m.

Analog: Max1mal on Elemente kleiner als m.
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Mediane - Laufzeit

Wir haben also als Laufzeit:

T(n) = T(%n) + T(1—7On>

\ J |

/

+ 0(n)

Bestimmung Median
der Mediane

Rekursion in
linke /rechte Teilhalfte

Technische
Universitat
Braunschweig

Aufteilen in Gruppen/
Pivotisieren/
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Mediane - Laufzeit

T(n)q‘iﬁéii) ‘ﬁqé%rl
)

Mastertheorem

m:@ k =|1, aq

Ul| =

2
i=1

)+

O(n)

. (1)1+<7)1 2+7 9<1
c=1—- S = — RN
“=\5) "\10) T107 10 10 Fall1

= T(n) € O(n)
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kd-Baume
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Motivation - Die Wohnungssuche

Miete in € . o
A . ([
1100 = Pl.“oblem. . o
Viele Anfragen, ° ¢
950 — wenig Zeit! o © ¢ °
* e ® °
°
800 — o o o °
° ° °
650 — * d
° * ¢
o °
600 — e ® o o .
° ¢ o °
450 — ® o ¢
® o
300 ° >
1 1 1 [ 1 |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
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Suche Wohnung:

Maximal 875€
Mindestens 600€
Maximal 100m?
Mindestens 70m?

Gib alle Wohnungen
im roten Quadrat aus!

Naive Losung:
Teste fiir jeden Punkt,
ob er im Quadrat liegt.

Grofde in m?

Universitit
Braunschweig
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kd-Baume - Konstruktion/Preprocessing

Idee: Konstruiere bindren Suchbaum. Suche dabei abwechselnd nach x- und y-Koordinate.

Algorithmus BUILDKDTREE

Eingabe: Punktmenge P, Rekursionstiefe depth

Ausgabe: Wurzel eines k-d-Baums

1. if(JP|=1)

2. return Blatt mit diesem Punkt

3. elseif (depth ist gerade)

4, Teile in zwei Teilmengen P; (< €) und P, (> £) an vertikaler Median-Linie £
5. else

6. Teile in zwei Teilmengen P; (< ¢) und P, (> £) an horizontaler Median-Linie ¢
7.  Setze Vs, = BUILDKDTREE(Py,depth+1)

8.  Setze Vyi4p; = BUILDKDTREE(P,,depth+1)

9. Erzeuge Knoten v fir ¢ mit v, und v,;4p, als Kinderknoten

10. returnv
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kd-Baume - Beispiel
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kd-Baume - Beispiel

Laufzeit des Algorithmus ist O(nlogn)

Beweis

(1) Median-Linien kénnen in O(n) Zeit gefunden
werden.

(2) Rekursionsgleichung fiir die Laufzeit ist also
n
T(n) = 0(n) + 2T ([ED

Nach Mastertheorem ist das O(nlogn).
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kd-Baume - Search Query

SLL

Algorithmus SEARCHKDTREE

Eingabe: Wurzel v eines (Teil-)baums, Rechteck R
Ausgabe: Knoten unterhalb v, die in R liegen
1. if (v istein Blatt)

2 Gib v aus, fallsvin R

3. else

4 if (Region(l(v)) ganz in R)

5. REPORTSUBTREE(l(v))

6. else if (Region(I(v)) schneidet R)

7 SEARCHKDTREE(l(v), R)

8 if (Region(r(v)) ganz in R)

9. REPORTSUBTREE(r(v))

10. else if (Region(r(v)) schneidet R)

11. SEARCHKDTREE(r(v), R)
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kd-Baume - Search Query

Laufzeit ist O(y/n+x), wobei x die

_ Algorithmus SEARCHKDTREE
Anzahl an ausgegebenen Elementen ist.

Eingabe: Wurzel v eines (Teil-)baums, Rechteck R

Das nennt sich output-sensitiv, d.h. die | Ausgabe: Knoten unterhalb v, die in R liegen
Laufzeit ist von der Grofde des Outputs

abhangig. if (v ist ein Blatt)

Gib v aus, fallsvin R
else

Wie viele geschnittene Regionen miissen if (Region(I(v)) ganz in R)

1
2
Beweisidee: 3

4
betrachtet werden? Man kann die | REPORTSUBTREE(I(v))
Rekursionsgleichung aufstellen: ? else if (Region(l(v)) schneidet R)

8

9

1

1

0(n) = 2 + 20 (g) SEARCHKDTREE(l(v), R)

if (Region(r(v)) ganz in R)
Also Q(n) € 0(y/n). So viele Elemente

REPORTSUBTREE(r(v))
konnen gepriift werden, die nicht in R else if (Region(r(v)) schneidet R)
liegen. Die O(x) sind die Elemente in R.

0.
1. SEARCHKDTREE(r(v), R)
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kd-Baume - Beispiel

L £g
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Ps Da

Welche Punkte liegen im Rechteck?
Antwort: p7 p6 p8
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kd-Baume - Hohere Dimensionen

Bisher nur 1D und 2D betrachtet. Laufzeiten fiir kK = 2 Dimensionen:

* BuildKDTree: O(nlogn)

1

 SearchKDTree: O(nl_E + x), um x Elemente auszugeben

* FindNearestNeighbor: O(logn) im Durchschnitt

Weiterer Vorteil: Sie benotigen nur O (n) Speicherplatz.
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Klausur
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Klausurinformationen

[ Tag: )

03.03.2023

eit: \

zwischen 10:30
Uhr und 13:30
Uhr

(Dauer 2
Stunden)

itbringen: \

Studiausweis,

Stift (blauer /
schwarzer

um:

wird am
02.03.2023
bekanntgegeben

Kugelschreiber)

Klausurvorbereitung

Tutoren

(Sprechstunde):

Fragen an die
Tutoren

(wenig Platze)

Alte Klausuren:

Guter Uberblick,
was zu erwarten
ist

Skript:

Gutes
unterstutzendes
Material

Training!

Hausaufgaben,
Kopfrechnen, ...
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Klausureinsicht (voraussichtlich)

/

Zeit:
Mo. 13.03.
13-15 Uhr
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