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Vorwort

Die Vorlesung Algorithmen und Datenstrukturen wendet sich an Studierende am Be-
ginn des Studiums. Fiir die Facher Informatik und Wirtschaftsinformatik ist sie eine
Pflichtveranstaltung im ersten Semester, fiir einige andere Fécher kommt sie meist nicht
viel spéter. Entsprechend haben wir uns bemiiht, den Inhalt moglichst vielfiltig zu ge-
stalten, so dass auch bei unterschiedlichen Voraussetzungen verschiedenste Anregungen
geboten werden. Dabei geschieht der Zugang jeweils problemorientiert: Ziel ist es, dass
man versteht, warum eine Frage, ein Thema oder eine Struktur interessant ist, bevor die
Dinge genauer formalisiert werden, und ein Thema jeweils schrittweise weiterentwickelt,
zum Teil mit passenden Exkursen. Dazu gehort oft auch ein Blick auf die Personen,
auf die Ideen zuriickgehen — Informatik ist keineswegs eine abstrakte und unpersonliche
Wissenschaft.

Dieses Skript soll bei der Teilnahme lediglich eine Hilfestellung geben. Es kann immer
nur ein sehr schlechter Ersatz fiir die Teilnahme an den Prisenzveranstaltungen sein,
die durch die aktive Interaktion mit den Anwesenden ein wesentlich lebendigeres und
differenzierteres Bild vermitteln kann. Entsprechend fehlen oft die besonders wichtigen
freien und spontanen Zwischentexte, Querverbindungen, Akzente, die in Person ganz an-
ders vermittelt werden kénnen. Eine Vorlesung kann nur Anregungen und Ansatzpunkte
zum Studium eines Themas liefern, das erst durch eigene Beschaftigung lebendig wird.
Genauso kann ein Skript immer nur Ausschnitte und Eckpunkte einer Vorlesung liefern.

Der Inhalt der Vorlesung wurde iiber sieben Wintersemester hinweg entwickelt und
angepasst. Trotzdem sind einige Aspekte immer im Fluss. Das gilt auch fiir dieses Skript,
das sich im Verlaufe des Semesters und nicht zuletzt durch Feedback von den Teilnehmern
stetig entwickeln wird; insofern haben wir weder den Anspruch auf Vollstdandigkeit, noch
auf prizise Ubereinstimmung mit den tatséchlich prisentierten Inhalten.

Besonderer Dank gilt Ilonka Pingel, die viel Arbeit investiert hat, um die bislang ver-
schiedenen Medienbestandteile in einem einheitlichen Schriftstiick zusammenzufiihren.

Viel Spafl und Erfolg!

Sandor Fekete, Wintersemester 2014/15






1 Einleitung

Bevor wir uns im folgenden Kapitel mit den ersten konkreten algorithmischen Fragstel-
lungen beschéftigen, einige einfithrende Worte zum Begriff |, Algorithmus*!

1.1 Was ist ein Algorithmus?

Betrachten wir zunéchst die Definition des Begriffs Algorithmus frei nach Wikipedia.

Ein Algorithmus ist eine aus endlich vielen Schritten bestehende eindeutige
Handlungsvorschrift zur Losung eines Problems oder einer Klasse von Pro-
blemen [4].

Beispiele fiir solche Algorithmen sind Kochrezepte und Bedienungsanleitungen sowie
Notenblatter oder ein Programmablaufplan. Obige Definition bedient sich jedoch der
Begriffe Problem, Klasse eines Problems und Lésung eines Problems. Die Bedeutungen
dieser Ausdriicke sind jedoch vage und missen daher prézisiert werden.

Beispiel 1.1 (GGT). Gegeben ist das konkrete Problem:
, Bestimme den gréfiten gemeinsamen Teiler von 144 und 729.“

Die Losung hierzu ist 9.
Verallgemeinert man das Problem, so ergibt sich die Klasse des Problems:

,Bestimme den grofiten gemeinsamen Teiler von x und y.“

Um diese Aufgabe zu losen, bedarf es einer Anleitung, wie dafiir vorzugehen ist. Diese
Anleitung liefert der Euklidische Algorithmus.

1.2 Wie formalisiert man einen Algorithmus?

Einen Algorithmus zu formulieren, bedeutet im Allgemeinen, dass beliebige Berechnun-
gen zu abstrakten Formalisierungen werden. Hierfiir sind mathematische Modelle sehr
hilfreich. Eines der wichtigsten mathematischen Rechnermodelle der Theoretischen In-
formatik ist die Turingmaschine, die nach dem Mathematiker Alan Turing benannt ist
und von ihm 1936 eingefithrt wurde [6].!

Ein Algorithmus oder ein Programm kann durch eine Turingmaschine reprasentiert
werden. Dies macht Algorithmen und Programme einfach analysierbar, da es sich bei der

'Nach Alan Turing ist auch der Zugang auf der 6stlichen Seite des Informatikzentrums der TU Braun-
schweig benannt: die Alan-Turing-Allee.
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zugehorigen Turingmaschine um ein mathematisches Objekt handelt, welches also mit
mathematischen Methoden untersucht werden kann. Eine Turingmaschine besteht aus
unterschiedlichen Komponenten. Es gibt das unendlich lange (Speicher-)Band, das aus
unendlich vielen Feldern besteht. Diese Felder kénnen lediglich sequentiell angesprochen
werden und speichern jeweils genau ein Zeichen. Ein Zeichen muss aus dem sogenannten
Eingabealphabet kommen, da die Turingmaschine nur Zeichen dieses Alphabetes verar-
beiten kann. Eine Ausnahme hiervon bildet das Leersymbol, das einfach einem leeren
Feld entspricht und nicht zum Eingabealphabet gehort. Weiterhin gibt es einen Lese-
und Schreibkopf, der zur Ansteuerung der Felder benutzt wird und diese auslesen und
verdndern kann. Die Bewegungen des Lese-/Schreibkopfes und die Verdnderungen, die
auf den angesteuerten Feldern vorgenommen werden, werden vom Programm bzw. Al-
gorithmus vorgegeben, der durch diese Turingmaschine modelliert wird [6].

Man kann mehrere aufeinanderfolgende Symbole unterschiedlich interpretieren, z. B. als
Zahlen. Mithilfe solcher Interpretationen kann man Turingmaschinen also als Funktio-
nen verstehen, die als Eingabe eine Zeichenkette auf dem Band erhalten und als Ausgabe
eine (neue) Zeichenkette auf demselben Band produzieren. Die Funktionen, die durch
ebensolche Turingmaschinen beschreibbar sind, nennt man auch Turing-berechenbar [6].

Algorithmen, die durch Turingmaschinen modellierbar sind, erfiillen damit die zentralen
Eigenschaften aus dem nachfolgenden Abschnitt 1.3.

1.3 Eigenschaften von Algorithmen

Ein Algorithmus besitzt die folgenden Eigenschaften.
(1) Finitheit: Das Verfahren muss in einem endlichen Text eindeutig beschreibbar sein.
(2) Ausfiihrbarkeit: Jeder Schritt des Verfahrens muss tatsichlich ausfithrbar sein.

(3) Dynamische Finitheit: Das Verfahren darf zu jedem Zeitpunkt nur endlich viel
Speicherplatz benétigen (s. Platzkomplexitét).

(4) Terminierung: Das Verfahren darf nur endlich viele Schritte bendtigen (s. auch
Zeitkomplexitét).

Determiniertheit: Gleicher Input liefert gleiches Ergebnis.
Determinismus: Alle Schritte sind genau festgelegt.
Randomisierter Algorithmus: Man darf ,wiirfeln®

1.4 Datenstrukturen

Eine Datenstruktur erlaubt es, die fiir eine Aufgabe notwendigen Informationen

e geeignet zu reprasentieren
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1.5 Ausblick

sowie den Zugriff und die Verwaltung wéihrend der Bearbeitung in effizienter Weise
zu ermoglichen.

Ausblick

Die Vorlesung wird verschiedene Aspekte von Algorithmen behandeln. Dazu gehdren
oft auch Analyse und Verstdndnis der zugrunde liegenden mathematischen Strukturen.
Gerade letzteres macht oft den eigentlich Witz aus!

Dieses Verstéandnis ist wichtig, um

ein Gefiihl fiir die Besonderheiten eines Problems zu bekommen.

ein Gefiihl fiir das Funktionieren einer Losungsmethode zu bekommen.
eine Losungsmethode zu entwickeln.

zu zeigen, dass eine Losungsmethoden korrekt ist.

zu zeigen, dass es keine Losung gibt.

zu zeigen, dass es keine Losungsmethode gibt.

Spaf3 dabei zu haben!






2 Graphen

2.1 Historie

Graphen tauchen in den unterschiedlichsten Lebenslagen und Anwendungsbereichen auf,
in denen es darum geht, Beziehungen zwischen Objekten auszudriicken. In der Algorith-
mik sind sie von besonderer Bedeutung, weil Computer prinzipiell mit diskreten Daten
und Strukturen arbeiten, so das Graphen nicht nur als zu bearbeitende Objekte auftau-
chen, sondern auch bei der Beschreibung von Losungsmethoden.

Bemerkenswerterweise kann man den historischen Ausgangspunkt von Graphen in der
wissenschaftlichen Literatur sehr genau datieren: Im Jahre 1735 présentierte Leonhard
Euler (damals 28 Jahre) der Petersburger Akademie der Wissenschaften seinen Artikel
“Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis”, in dem er sich mit dem Koénigs-
berger Briickenproblem beschéftigt: Ist es moglich, alle sieben Briicken Konigsbergs in
einem durchgehenden Spaziergang zu benutzen, ohne dass eine doppelt iiberschritten
oder andere Mittel zum Uberschreiten von Gewissern zur Verfiigung stehen? Damit
gleicht dieses Problem dem wohlbekannten “Haus des Nikolaus”.

In diesem Kapitel werden wir uns genauer mit Graphen auseinandersetzen - und dabei
nicht nur verstehen, warum Knoten mit ungerade vielen Kanten fiir die Existenz von
Fulerwegen eine besondere Rolle spielen, sondern auch, wann und wie man Eulerwege
auch tatséchlich finden kann.

2.2 Formale Graphenbegriffe

Bevor wir uns ndher mit den algorithmischen Aspekten von Wegen in Graphen beschéf-
tigen, miissen wir einen genaueren Blick darauf werfen, wie man Graphen formal sauber
definieren kann. (Schlieflich kann man einem Computerprogramm auch nicht einfach
ein Bild zeigen und mit den Hénden wedeln.)

Abbildung 2.1a zeigt ein Beispiel eines Graphen, der aus Knoten (in diesem Falle:
v1, V2, V3,04, U5, Vs) und Kanten (hier: ej 2,e13,€1.4,€23,€34,€35,€45,€56) besteht. Da-
bei ist das Bild nur eine Veranschaulichung, die fiir Menschen gut fassbar ist. Zugleich
ist die Benennung der Kanten suggestiv: Sie zeigt, welche Knoten durch eine Kante ver-
bunden sind. Tatséchlich kann man den Graphen als eine abstrakte Struktur unabhéngig
von einem Bild beschreiben.

Die Bezeichnung im Beispiel suggeriert, dass es zwischen zwei Kanten nur eine Bezie-
hung oder keine geben kann — also eine Kante immer eine Menge aus zwei Knoten ist, die
verbunden sind. Tatsédchlich gibt es oft Situationen, in den mehrere Beziehungen oder
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®,

(a) (b) (c)

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Graphen: (a) Graph mit sechs Knoten und acht Kanten. (b)
Graph mit zwei parallelen Kanten. (¢) Graph mit einer Schleife.

e ={v,w} .

(% w

Abbildung 2.2: Ein Beispiel fiir eine Kante eines Graphen, interpretiert als Menge aus zwei
(Knoten-) Objekten.

Verbindungen existieren — symbolisch dargestellt in Abbildung 2.1b. Auflerdem kann
eine Kante einen Knoten mit sich selbst verbinden — siche Abbildung 2.1c.

Entsprechend sorgfiltig wollen wir bei der formalen Definition eines Graphen vorge-
hen: Zunéchst einmal lassen wir auch parallele Kanten und Schleifen zu.

Definition 2.1 (Ungerichteter Graph).

(1)(i) Ein ungerichteter Graph G ist ein Tripel (V, E, V), fir das
(a) V und E endlichen Mengen sind und
(b) ¥ eine Funktion mit

UV:FE=>{XCV|1<|X|<2} (2.1)
ist. D. h. jede Kante enthdlt einen Knoten (Schleife) oder zwei.
(i) V ist die Knotenmenge.
(iii) E ist die Kantenmenge.
(2)(i) Zwei Kanten e, e’ sind parallel, wenn ¥(e) = WU(e').
(i) Eine Kante e ist eine Schieife, falls |U(e)| =1 gilt.

(iii) Ein Graph ohne parallele Kanten und Schleifen heifit einfach. Man schreibt dann
G = (V,E) mit E(G) der Kantenmenge von G.



2.2 Formale Graphenbegriffe

> U2
U1

U3 4 \ Us

Abbildung 2.3: Ein Pfad vy, v, vs5,v4 in einem Graphen.

() In einem einfachen Graphen kann man {v;,v;} fir eine Kante e; j zwischen v; und
v; schreiben.

(v) |E| ist die Zahl der Kanten von G.

(vi) Oft verwendet man die Buchstaben
n fir |V|, die Anzahl der Knoten,
m fir |E|, die Anzahl der Kanten.

Damit haben wir grundlegende Begriffe und Beschreibungen, um damit zu beschrei-
ben, wie wir uns in einem Graphen bewegen kénnen — siehe Abbildung 2.3.

Definition 2.2 (Nachbarschaft in Graphen).

(1) (i) Fine Kante e = {v,w} in einem einfachen Graphen verbindet zwei Knoten v
und w. Der Knoten v ist dann Nachbar von w, d.h. v und w sind adjazent

(,benachbart®).

(ii) Auflerdem ist sowohl v als auch w inzident (,zusammentreffend mit“) zu e.

(2) (i) Fin Teilgraph H = (V(H),E(H)) eines Graphen G = (V(G), E(Q)) ist ein
Graph mit
V(H)

V(@)

-
C E(G).

(7i) H ist aufspannend, wenn V(H) =V (G) gilt.
(3) (i) Fine Kantenfolge W in einem Graphen G = (V, E) ist eine Folge
U, €,02, €2, U3, ..., €, Vk+1 (2.4)
mit k >0, e; = {v;,vi41} € E und vy, ...,v541 € V.

(ii) Wiederholt sich keine Kante in einer Kantenfolge, dann spricht man von ei-
nem Weg.

(iii) Wiederholt sich kein Knoten in einer Kantenfolge, dann spricht man von
einem Pfad.
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(iv) Ein geschlossener Weg (auch Tour) kehrt am Ende zum Startknoten zurick.

(v) Ein Kreis ist ein geschlossener Pfad, d.h. der Pfad kehrt zum Startknoten
zurick.

(vi) Ein Eulerweg ist ein Weg, der alle Kanten eines Graphen benutzt. Eine Eu-
lertour kehrt auflerdem zum Startknoten zurick.

(vii) Ein Hamiltonpfad ist ein Pfad, der alle Knoten eines Graphen besucht.

(viii) Ein Hamiltonkreis (auch Hamiltontour) kehrt auferdem zum Startknoten zu-
rick.

(4) Ein Graph ist zusammenhéngend, wenn es zwischen je zwei Knoten einen Weg
gibt.

(5) Der Grad eines Knotens v ist die Anzahl der inzidenten Kanten und wird bezeichnet
mit 6(v).

2.3 Eulerwege

Damit lasst sich nun das Problem von Euler sauber festhalten.

Problem 2.3 (Eulerweg). Gegeben ist ein Graph G = (V, E).
Gesucht ist ein Fulerweg W in G — oder ein Argument, dass kein Fulerweg existiert.

Satz 2.4 (Euler). Fin Graph G = (V, E) kann nur dann einen Eulerweg haben, wenn
es hachstens zwei Knoten mit ungeradem Grad gibt.

G kann nur dann einen geschlossenen Eulerweg haben, wenn alle Knoten geraden Grad
haben.

Beweis. Seien G = (V, E) ein Graph und v € V ein Knoten mit ungeradem Grad d(v).
Dann kann die Zahl der in einem Eulerweg W zu v hinfiihrenden Kanten nicht gleich
der von v wegfithrenden Kanten sein. Also muss W in v beginnen oder enden. Damit:

(1) Es gibt in einem Eulerweg nur einen Start- und Endknoten.

(2) Bei einem geschlossenen Eulerweg gibt es fiir den Start- und Endknoten w gleich
viele hin- und wegfithrende Kanten. Also ist auch d(w) gerade. O

Mit diesem Satz stellen sich nun folgende Fragen: (I) Was ist mit Graphen, in denen nur
ein Knoten ungeraden Grad besitzt? (II) Die Bedingungen in Satz 2.4 sind notwendig, das
heifit, sie miissen auf jeden Fall erfiillt werden, wenn es eine Chance auf einen Eulerweg
geben soll. Sind sie aber auch hinreichend, das heif3t, gibt es bei Erfiilllung auch wirklich
einen Weg? (III) Wie findet man einen Eulerweg? (III’) Wie sieht ein Algorithmus zum
Finden eines Eulerweges aus? Die Antwort auf (I) konnen wir etwas allgemeiner geben:

Lemma 2.5 (Handshake-Lemma). Fiir jeden beliebigen einfachen Graphen ist die Zahl
der Knoten mit ungeradem Grad eine gerade Zahl.

10



2.3 Eulerwege

Eingabe: Graph G

Ausgabe: Ein Weg in G

1: starte in einem Knoten v

(wenn einer mit ungeradem Grad existiert, dort, sonst beliebig)
2: 1+ 0
3: while es gibt eine zu v; inzidente, unbenutzte Kante do

4: wiahle eine zu v; inzidente, unbenutzte Kante {v;, v;}
5: laufe zum Nachbarknoten v;

6: 16sche {v;,v;} aus der Menge der unbenutzten Kanten
T Vit1 < Vj

8: 1+—1+4+1

Algorithmus 2.7: Algorithmus zum Finden eines Weges in einem Graphen

Eingabe: Zusammenhingender Graph G mit héchstens 2 ungeraden Knoten

Ausgabe: Ein Eulerweg, bzw. eine Eulertour in G

1: starte in einem Knoten v
(wenn einer mit ungeradem Grad existiert, dort, sonst beliebig)
2: verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W von v aus zu bestimmen
3: while es existieren unbenutzte Kanten do
4: wéhle einen Knoten w aus W mit positivem Grad im Restgraphen
5 verwende Algorithmus 2.7, um einen Weg W'’ von w aus zu bestimmen
6 verschmelze W und W’

Algorithmus 2.8: Hierholzers Algorithmus zum Finden eines Eulerweges oder einer Eulertour

Den Beweis lassen wir zu Ubungszwecken aus. Durch das Lemma haben wir nun die
Antwort auf die Frage (I): Es gibt keine Graphen, die nur einen Knoten mit ungeradem
Grad besitzen.

Betrachten wir nun den Algorithmus 2.7, der in einem gegeben Graphen einen Weg
bestimmt. Wir starten dazu in einem beliebigen Knoten vg und benutzen sukzessiv un-
benutzte Kanten. Gibt es einen Knoten mit ungerade Grad, dann starten wir dort.

Satz 2.9. Fiir den Algorithmus 2.7 gelten:
(1) Das Verfahren stoppt in endlicher Zeit, ist also tatsdichlich ein Algorithmus.
(2) Der Algorithmus liefert einen Weg.
(3) Ist vo ungerade, stoppt der Algorithmus im zweiten ungeraden Knoten.

(4) Ist G eulersch (d. h. haben alle Knoten geraden Grad), stoppt der Algorithmus in
vg, liefert also einen geschlossenen Weg.

11
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Beweis.

(1) In Algorithmus 2.7 wird bei jedem Durchlauf der Schleife (Zeilen 3-8) in Zeile 6
eine Kante entfernt. Dies kann nur endlich oft passieren.

(2) Nach Konstruktion erhalten wir eine Kantenfolge; keine Kante wird doppelt ver-
wendet.

(3) Ein gerader Knoten wird genauso oft betreten wie verlassen. Ein ungerader Knoten
wird einmal mehr besucht als verlassen, bzw. anderherum, falls dieser Knoten
der Startknoten ist. Also kann der Algorithmus weder im Startknoten (da dieser
ungerade ist), noch in einem geraden Knoten stoppen. Es bleibt nur der andere
ungerade Knoten.

(4) Wie in (3) kann der Algorithmus in keinem geraden Knoten stoppen, der nicht
Anfangsknoten ist, also bleibt nur der Startknoten. O

Es lassen sich nun zwei Beobachtungen anstellen. Die schlechte ist, dass noch unbe-
nutzte Kanten tbrig bleiben, wenn der Algorithmus stoppt. Die gute ist in folgendem
Satz festgehalten.

Satz 2.10. Wenn der Algorithmus 2.7 stoppt, bleibt ein eulerscher Graph zuriick, d. h.
ein Graph mit lauter Knoten geraden Grades.

Beweis. Durch Entfernen des Weges wird fiir jeden geraden Knoten der Grad um eine
gerade Zahl gedindert, bleibt also gerade. Fiir einen der ggf. vorhandenen ungeraden Kno-
ten wird der Graph um eine ungerade Zahl gedndert, wird also gerade. Wahle also einen
neuen Knoten mit positivem Grad auf dem erhaltenen Weg, durchlaufe Algorithmus 2.7,
verschmelze die Wege. Das liefert uns Algorithmus 2.8. 0

Korollar 2.11.

(1) Zwei geschlossene Wege mit einem gemeinsamen Knoten kann man in einen ge-
schlossenen Weg verwandeln. Beispielhaft ist dies in Abbildung 2.4 zu sehen.

(2) Man kann aus allen Wegen einen Weg machen, wenn der Graph zusammenhdngend
ist, indem man immer wieder (1) anwendet.

Satz 2.12. Fir den Algorithmus 2.8 (Algorithmus von Hierholzer) gelten:
(1) Das Verfahren ist endlich.
(2) Alle Schritte lassen sich korrekt ausfihren.
(3) Der Algorithmus liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.

Beweis.

(1) Da es nur endlich viele Kanten gibt, muss das Verfahren irgendwann terminieren.

12



2.3 Eulerwege

W e
7 \:\>/ A/

Abbildung 2.4: Verbinde geschlossene Wege mit gemeinsamen Knoten zu einem geschlossenen
Weg.

1 5 6 7
° °
2 4
3

(a) Ein Weg in einem Graphen, der beide ungeraden Knoten verbindet, aber Kanten zuriicklasst.

(b) Eine Tour im Graphen, der nur zuriickgelassene Kanten verwendet.

1 by

(c) Ein Eulerweg in einem Graphen, der Weg aus (a) und Tour aus (b) zu einem Weg verschmilzt.

Abbildung 2.5: Beispiele fiir die sukzessive Konstruktion eines Eulerweges in einem Graphen.
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2 Graphen

Eingabe: Zusammenhingender Graph G mit hochstens 2 ungeraden Knoten

Ausgabe: Ein Eulerweg, bzw. eine Eulertour in G

1: starte in einem Knoten v
(wenn einer mit ungeradem Grad existiert, dort, sonst beliebig)
140
while es gibt eine zu v; inzidente, unbenutzte Kante do
wiahle eine dieser Kanten {v;,v;}, die den Restgraph zshgd. lisst
laufe zum Nachbarknoten v;
markiere {v;,v;} als benutzt
Vi1 < Uy
14 1+1

Algorithmus 2.13: Algorithmus von Fleury zum Finden eines Eulerweges oder einer Eulertour

(2) Solange es noch unbenutzte Kanten gibt, kann man diese auch von den benutzten
Kanten aus besuchen: Weil G zusammenhéngend ist, muss es einen Knoten geben,
der sowohl zu einer benutzten als auch zu einer unbenutzten Kante inzident ist.

(3) Am Ende erhilt man einen Weg und es gibt keine unbenutzte Kanten mehr. ]

Damit haben wir also einen Algorithmus, der einen Eulerweg bzw. eine Eulertour in
dem gegebenen Graphen ausgibt. Dass man einen Eulerweg auch anders finden kann,
zeigte Fleury 1883: anstatt eine beliebige unbenutze Kante zu benutzen und Wege zu
verschmelzen, diirfen nur Kanten benutzt werden, die den Restgraphen zusammenhén-
gend lassen (siehe Algorithmus 2.13).

Satz 2.14. Fir den Algorithmus 2.13 gelten:
(1) Das Verfahren terminiert.
(2) Alle Schritte lassen sich korrekt ausfihren.
(8) Der Algorithmus liefert einen Eulerweg bzw. eine Eulertour.
Bewets.
(1) Da es nur endlich viele Kanten gibt, muss das Verfahren irgendwann terminieren.

(2) Wenn es nur eine Kante gibt, um den aktuellen Knoten zu verlassen, bleibt der
Restgraph nach deren Benutzung zusammenhéngend. Wenn es mehr als eine Kante
gibt, um den aktuellen Knoten zu verlassen, von denen eine bei Entfernen den
Graphen unzusammenhéngend macht, sind alle anderen Kanten in geschlossenen
Wegen enthalten. Also wihlt man eine der anderen.

(3) Nach Konstruktion erhalt man einen Weg. Man hat immer einen zusammenhén-
genden Graphen, kann also keinen Kanten zuriicklassen. O
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2.4 Schlusswort

2.4 Schlusswort

Von William Tutte (1917-2002), einem der bedeutendsten Graphentheoretiker des 20.
Jahrhunderts, gibt es ein zu diesem Kapitel passendes Gedicht:

Some citizens of Koenigsberg
Were walking on the strand
Beside the river Pregel
With its seven bridges spanned.

Oh, Euler come and walk with us
Those burghers did beseech
We’ll walk the seven bridges o’er
And pass but once by each.

“It can’t be done” then Euler cried
“Here comes the Q. E. D.
Your islands are but vertices,

And all of odd degree.”

In der Vorlesung wird eine moderne Interpretation geboten — frei nach MC Hammer!
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3 Suche in Graphen

3.1 Vorspann

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns als Grundfrage mit der Suche in Graphen. Dabei
entdecken und entwickeln wir nach und nach die zugehérigen Aspekte von Algorithmen
und Datenstrukturen.

Im Zeitalter von Facebook kennt jeder soziale Netze und direkte oder indirekte Ver-
bindungen darin: Zwei miteinander bekannte Personen haben Abstand 1; zwei nicht
miteinander bekannte Personen mit einem gemeinsamen Bekannten haben Abstand 2,
und so weiter. Sehr bekannt sind in solchen Netzwerken auch die “Six degrees of separa-
tion”: Es ist fast unmoglich, zwei Personen zu finden, die man nicht in hochstens sechs
Schritten verbinden kann.

Lange vor sozialen Medien haben sich Wissenschaftler bereits mit Abstdnden in der-
artigen Netzwerken beschéftigt. Eine zentrale Figur dabei war (und ist) der ungarische
Mathematiker Paul Erdés, der nicht nur unglaublich produktiv, sondern auch sehr ko-
operativ war. Das motivierte den Begriff der Erdds-Zahl: Erdés selber hat die Erd6-Zahl
0; jeder seiner Koautoren (der also mit ihm gemeinsam einen wissenschaftlichen Fachar-
tikel publiziert hat) hat Erdés-Zahl 1; deren Koautoren, die nicht mit Erdds publiziert
haben, Erdds-Zahl 2, und so weiter. Auch hier geht es also um den Abstand in einem
Graphen: Knoten sind Wissenschaftler, Kanten entsprechen Verbindungen durch ge-
meinsame Publikationen. Kleine Erdés-Zahlen sind durchaus prestigetrachtig — so dass
es sogar Menschen gibt, die ihre Erdds-Zahlen auf Webseiten, in Lebensldufe oder auf
Autokennzeichen schreiben.

FEine etwas neuere Variante der Erddés-Zahlen gibt es im Kontext von Filmen. Hier ist
der amerikanische Schauspieler Kevin Bacon die Bezugsgrofie; fiir Kevin-Bacon-Zahlen
gibt es einschlégige Orakel im Netz, mit einer guten Datenbasis durch die Internet Movie
Database (IMDD).

In allen diesen Kontexten geht es um #hnliche Fragen: Gegeben ist ein (meistens
implizit beschriebener und sehr grofier) Graph, in dem es gilt, Verbindungen zwischen
Knoten zu finden. Dabei kann es darum gehen, irgendwelche oder auch moglichst kurze
Verbindungen zu finden. Indirekt stellen sich zahlreiche Fragen zu Codierung der dabei
auftauchenden Strukturen, zur Art und Gréfle der zugehdrigen Datenstrukturen und der
Laufzeit von Algorithmen.
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3 Suche in Graphen

3.2 Problemdefinitionen

Problem 3.1 (s-t-Weg). Gegeben ist der Graph G = (V, E), der Startknoten s und der
Zielknoten t.
Gesucht ist der Weg von s nach t, sofern einer existiert.

Allgemeiner also:

Problem 3.2 (Zusammenhangskomponente). Gegeben ist der Graph G = (V, E) und
der Startknoten s.

Gesucht ist die Menge aller von s aus erreichbaren Knoten, die sogenannte Zusammen-
hangskomponente von s. Also die Wege, die die Erreichbarkeit sichern.

Satz 3.3. Wenn ein Weg zwischen zwei Knoten s und t in einem Graphen existiert,
dann existiert auch ein Pfad.

Beweis. Sei W = s,e1,v1, ..., Um, €ém+1,t €in Weg von s nach ¢.

Idee: Kreise auf dem Weg W eliminieren.

Technische Umsetzung;:

Betrachte unter allen Wegen einen W' mit moglichst wenigen Kanten, d.h. W’ ist der
kiirzeste Weg und damit ein Pfad von s nach ¢.

Annahme: W' hat einen doppelt besuchten Knoten v; mit

!/
W' = 8,€1,V1, ey Uiy €541, -y Vi, Chey ooy T (3.1)
Dann gibt es einen noch kiirzeren Weg W” mit
2
W" = s,eq1,v1, ..., Vi, €L,y ooy L. (3.2)

Das widerspricht jedoch der Annahme, dass W’ so kurz wie moglich ist. Also hat W’
keinen doppelt besuchten Knoten, ist also ein Pfad. O

Daraus ergibt sich bereits eine Konsequenz.

Korollar 3.4. Fir Problem 3.2 gibt es als Erreichbarkeit sichernde Menge von Kanten
immer eine Menge, die keinen Kreis enthdlt.

Aus dem Beweis ergibt sich sogar eine Verschirfung.

Korollar 3.5. Fiir Problem 3.2 gibt es immer eine kreisfreie Menge von Kanten, die die
am kiirzesten maogliche Erreichbarkeit sichert.

Das motiviert die folgende Definition.
Definition 3.6 (Wald und Baum).
(1) Ein Wald ist ein kreisfreier Graph.

(2) Ein Baum ist eine Zusammenhangskomponente in einem Wald, also ein kreisfreier
zusammenhdangender Graph.

(3) Ein aufspannender Baum (auch Spannbaum, engl. spanning tree) ist ein Baum,
der alle Knoten verbindet.
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3.3 Zusammenhangskomponenten

Eingabe: Graph G = (V, E), Knoten s € V

Ausgabe:

(1) Knotenmenge Y C V, die von s aus erreichbar ist (die Zusammenhangskom-
ponente von s)

(2) Kantenmenge 7' C E, die die Erreichbarkeit sicherstellt (Spannbaum der Zu-
sammenhangskomponente)

1: R+ {S}

2: Y(—{S}
3: T%@

4: while R # () do

5: v <— wahle Knoten aus R

6: if es gibt kein w € V' \'Y mit {v,w} € E then
7: R+ R\ {v}

8: else

9: w <— wahle w € V\'Y mit e = {v,w} € E
10: R+ RU{w}

11: Y <« YU{w}

12: T+ TU{e}

Algorithmus 3.7: Bestimmung der Zusammenhangskomponente eines Startknotens s eines
Graphens sowie des zugehorigen Spannbaums.

3.3 Zusammenhangskomponenten

Um nun eine Zusammenhangskomponente zu finden, starten wir bei einem Knoten und
konstruieren von dort aus einen Baum mit den Kanten des gegebenen Graphen. Eine
detailierte Beschreibung kann Algorithmus 3.7 entnommen werden.

Satz 3.8. Der Algorithmus 8.7 ist
(1) endlich
(2) korrekt.

Bewess.

(1) Bei jedem Durchlauf der Schleife (Zeilen 4-12) wird entweder in Zeile 5 ein Element
aus R entfernt oder in den Zeilen 10-12 ein Element zu R und Y hinzugefiigt. Damit
konnen die Zeilen 10-12 nur (n — 1)-mal durchlaufen, also auch R nur (n — 1)-mal
erweitert und somit R hochstens n-mal verkleinert werden. Die Schleife (Zeilen 4-
12) kann also hochstens (2n — 1)-mal durchlaufen werden.
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3 Suche in Graphen

(2) Zu jedem Zeitpunkt ist (Y,T) ein s enthaltender Baum, denn
(a) alle Knoten in G sind von s aus erreichbar (und umgekehrt) und

(b) neu eingefiigte Kanten verbinden die bisherigen Knoten aus Y nur mit bislang
nicht erreichbaren Knoten, kénnen also keinen Kreis schlief3en.

Nun bleibt zu zeigen, dass alle erreichbaren Knoten auch korrekt identifiziert wer-
den. Dazu nehmen wir an, dass es am Ende einen Knoten w € V' \ Y gibt, der in
G von s aus erreichbar ist.

Sei P ein s-w-Pfad in G und sei =,y eine Kante von Pmitx € Y,y ¢ Y. Dax zu Y
gehort, wurde x auch zu R hinzugefiigt. Der Algorithmus stoppt aber nicht, bevor
x aus R entfernt wird. Das wird in Zeile 7 nur vorgenommen, wenn es in Zeile 6
keine Kante z,y mit y ¢ Y gibt. Das ist ein Widerspruch zur Annahme. O

3.4 Warteschlange und Stapel

Im Graphenscan-Algorithmus 3.7 sind einige Dinge offengelassen: Er funktioniert ganz
unabhingig davon, wie man die Menge R abarbeitet — also zum Beispiel auch, wenn man
R relativ wild und ohne besondere Reihenfolge verwaltet. Trotzdem ist es wichtig, sich
Gedanken zu machen, welche systematischen Reihenfolgen sich dafiir besonders anbie-
ten — und welche Datenstrukturen dem entsprechen. In jedem Falle gehoren dazu zwei
Operationen: das Hinzufiigen zur verwalteten Menge und das Abrufen aus der Menge.

Eine naheliegende Art der Bearbeitung ist in Form einer Warteschlange; dies entspricht
dem Prinzip First In — First Out, kurz FIFO. Man kennt Warteschlangen aus den unter-
schiedlichsten Kontexten; sie werden aus guten Griinden gerne eingesetzt, wenn es um
das Abarbeiten von Einzelaufgaben geht. Man kann Warteschlangen auch fiir das Ver-
walten von Daten in Arrayform einsetzen; die entsprechenden Operationen zum Einfiigen
und Abrufen sind als Pseudocode 3.1 und 3.2 gezeigt.

: function ENQUEUE(Q, x)
Qlend(Q) «
if end[Q] = length[Q] then
end[Q] + 1
else
end[Q] < end[Q] + 1

Pseudocode 3.1: Das Hinzufiigen eines Elementes x zu einer Warteschlange Q.

Eine andere natiirliche Art der Bearbeitung ist der Stapel, manchmal auch Keller
genannt, der dem Prinzip Last In — First Out, entspricht, kurz LIFO. Stapel werden
ebenfalls oft eingesetzt — nicht nur, wenn man Dinge auf dem Schreibtisch stapelt (und
nur von oben hinzufiigt oder entfernt), sondern auch in ganz anderen Zusammenhéngen.
(Seit einigen Jahren zéhlen Radiosender die folgenden Musiktitel in umgekehrter Rei-
henfolge auf, so dass der letztgenannte zuerst gespielt wird.) Genau wie Warteschlangen
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3.4 Warteschlange und Stapel

1: function DEQUEUE(Q)

2: x < Q[head[Q)]]

3: if head[Q] = length[Q] then

4: head[Q] « 1

5: else

6: head[Q] < head[Q] + 1

T: return z

Pseudocode 3.2: Das vorderste Element x der Warteschlange @ abrufen.
ouT 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1IN
<« Q[ [ [ [ [ [ [i5[6[o]8[4] J<«
T T

head[Q] =7 end[Q] =12

Abbildung 3.1: Beispiel fiir eine Warteschlange, die mithilfe eines Arrays umgesetzt wird.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q[3]5] [ | [ [15[6[o[8[4[17]
T T
end[Q] = 3 head[Q] =7

Abbildung 3.2: Sequenzielles hinzufiigen von 17, 3 und 5 zur Warteschlange @ aus Abbil-
dung 3.1 geméaf Algorithmus 3.1.

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Q[3l5] [ [ [ [15[6[9[8[4[17]
T T
end[Q] = 3 head[@] = 8

Abbildung 3.3: Entfernen des ersten Elementes der Warteschlange ) aus Abbildung 3.2
geméaf Algorithmus 3.2.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Q!3\5\T\ [ | [15]6]9[8[4[17]
head[Q] = end[Q] = 3

Abbildung 3.4: Nach acht suksezziven Aufrufen von DEQUEUE auf die Warteschlange aus
Abbildung 3.3 ist die Warteschlange leer.

21




3 Suche in Graphen

kann man Arrays fiir das Verwalten von Daten in Arrayform einsetzen; die entspre-
chenden Operationen zum Einfiigen und Abrufen sind als Pseudocode 3.3, 3.4 und 3.5
gezeigt.

1: function STACK-EMPTY(.S)
2 if top[S] = 0 then

3: return WAHR

4 else

5 return FALSCH

Pseudocode 3.3: Priifen, ob ein Stapel S leer ist.

1: function pUSH(S, z)
2: top[S] « top[S] + 1
3: S[toplS]] « =

Pseudocode 3.4: Ein Element x auf den Stapel S legen.

: function popr(S5)

if STACK-EMPTY(S) then
error ,Unterlauf®

else
top[S] « top[S] — 1
return S[top[S] + 1]

Pseudocode 3.5: Das oberste Element des Stapels S abrufen.

3.5 Tiefensuche und Breitensuche

Die Verwendung von Warteschlange oder Stapel als Datenstruktur zum Verwalten der
Menge R im Kontext des Graphenscan-Algorithmus zeigen sehr schén das Zusammen-
spiel von Algorithmen und Datenstrukturen! Obwohl man im Prinzip nur verschiedene
Varianten desselben Algorithmus erhélt, 1auft die Suche sehr unterschiedlich ab.

Setzt man eine Warteschlange ein, so geht die Suche in die Breite; man spricht auch
von Breitensuche oder Breadth-First Search, kurz BFS. Wir werden im Abschnitt 3.9
sehen, dass dies besonders interessante Eigenschaften liefert, inbesondere kiirzeste Wege
von einer Quelle zu allen anderen erreichbaren Knoten eines Graphen: Die Breitensuche
breitet sich wie eine Welle gleichméflig von der Quelle in alle Richtungen aus. Allerdings
ist bei der Umsetzung in der realen Welt erforderlich, dass man fiir so eine Suche entweder
jeweils zum aktuellen Knoten lauft (was unter Umsténden viel Lauferei erfordern kann)
oder viele Personen gleichzeitig beteiligt sind. Insofern kann man sich die Suche hier auch
als einen parallelen Prozess vorstellen, an dem viele kooperierende Sammler beteiligt
sind.
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3.5 Tiefensuche und Breitensuche

1 2 3 45 6 7 IN
Sl [6[2]9] [ | &
1 ouT

top[S] =

Abbildung 3.5: Beispiel fir einen Stapel, der mithilfe eines Arrays umgesetzt wird.

1 2 3 4 5 67
S|15]6]2[9]17]3]
T

top[S] =6

Abbildung 3.6: Sequenzielles hinzufiigen von 17 und 3 zum Stapel S aus Abbildung 3.5 gemaf
Algorithmus 3.4.

1 2 3 4 5 6 7
S[15]6][2]9]17]3]
/]\
top[S] =5

Abbildung 3.7: Entfernen des obersten Elementes des Stapels S aus Abbildung 3.6 gemaf
Algorithmus 3.5.

1 2 3 4 5 6 7
S[15]6[2]9]17]3]
/]\
top[S] =0

Abbildung 3.8: Nach fiinf suksezziven Aufrufen von pop auf den Stapel aus Abbildung 3.7
ist der Stapel S leer.
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3 Suche in Graphen

P
Qew ; @09 ’ @{ | d)o@

(a) R: 2,3,4 (b) R: 7,8,9,10,11,12
1

2/3\4
AN VAN
SN\ AN

(c) R: ) = Stop!

Abbildung 3.9: Ablauf der Breitensuche, also des Graphenscanalgorithmus’ 3.7 bei Verwen-
dung einer Warteschlange als Datenstruktur fiir R.

Das Gegenstiick zur Breitensuche ist die Tiefensuche oder Depth-First Search, kurz
DFS. Sie entsteht als Variante des Graphenscan-Algorithmus, wenn man einen Stapel als
Datenstruktur zum Verwalten von R einsetzt. Ein Vorteil der Tiefensuche ist, dass man
sie tatsichlich als Einzelner zum Durchlaufen eines Graphen verwenden kann; sie eignet
sich also fiir ,einsame Jager*. Zugleich kann es aber sein, dass man bis zum Erreichen
eines bestimmten Knotens einen beachtlichen Weg zuriicklegen kann.

3.6 Datenstrukturen fiir Graphen

Bevor wir weiter auf die Eigenschaften von Breiten- und Tiefensuche eingehen kon-
nen, miissen wir uns zuerst noch mit einer sehr handfesten Fragen bei der Umsetzung
auseinandersetzen, die wiederum zu Datenstrukturen fithrt: Wie beschreibt man einen
Graphen?

3.6.1 Inzidenzmatrix

Eine Inzidenzmatrix eines Graphen G = (V, E) beschreibt, welche Knote v; € V zu
welchen Kanten e; € E inzident sind. Daher hat diese Matrix die Dimension n x m,
wobei n = |V| und m = |E| gilt. Dies bedeutet fir grofie Graphen natirlich, dass die
Matrix tendenziell viele Nullen enthélt. Die zum Graphen aus Abbildung 3.11 gehorende
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3.6 Datenstrukturen fiir Graphen

(d) R: 1,8,9,11

2/7\8
/N N
VA VAN
(e) R: 0 = Stop!

Abbildung 3.10: Ablauf der Tiefensuche, also des Graphenscanalgorithmus’ 3.7 bei Verwen-
dung eines Stapels als Datenstruktur fir R.

(5] €1 Vo

€2 €3

v v
3 e 4

Abbildung 3.11: Ein einfacher Graph G.
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3 Suche in Graphen

Inzidenzmatrix A sieht dann wie folgt aus.

vy {1 1 0 O
vl 1 0 1 0 (3.3)
v3| O 1 1 1
mu\0 0 0 1
Es gilt also 4 € {0,1}"™*™ mit
1 firvee
Ay e = 3.4
ve {0 sonst (34)

3.6.2 Adjazenzmatrix

Eine Adjazenzmatrix eines Graphen G = (V, E) beschreibt, welche Knoten v; zu welchen
Knoten v; adjazent sind (v;,v; € V). Daher hat diese Matrix die Dimension n x n,
wobei n = |V| gilt. Dies bedeutet, dass eine Adjazenzmatrix immer quadratisch ist.
Fir einfache Graphen enthélt die Diagonale ausschliellich Nullen. Die zum Graphen aus
Abbildung 3.11 gehorende Adjazenzmatrix A sieht dann wie folgt aus.

v V2 V3 U4

(% 0 1 1 0
1 1

2 0 0 (3.5)

vy | 1 1 0 1

1u \0 0 1 0

Es gilt also 4 € {0, 1}"*" mit
1 fir {v,w} ekl
Qyw = { { } (36)

0 sonst

3.6.3 Kantenliste

Eine Kantenliste eines Graphen G = (V, E) ist eine Liste aus zweielementigen Knoten-
mengen {v;,v;}, die eine Kante von v; zu v; beschreiben (v;,v; € V). Die zum Graphen
aus Abbildung 3.11 gehorende Kantenliste sieht dann wie folgt aus.

{1, v2}, {v1,v3}, {va, v3}, {vs, va}] (3.7)

Benoétigt wird nun eine Kantennummerierung. Hierfiir betrachtet man jeden Index als
Binérzahl der Lange log,(n + 1) bzw. als Dezimalzahl mit log;q(n 4+ 1) Stellen, wobei
wieder n = |V] gilt. Die beiden Varianten unterscheiden sich lediglich um den Faktor
log,(10) = 3,3219... in der Codierungslange, denn es gilt logy(n) = logy(10) - log;o(n).
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3.6 Datenstrukturen fiir Graphen

Fiir einen Graphen mit m Kanten und n Knoten ergibt sich in (ausfiihrlicher) Codierung
somit ein Platzbedarf von

(6m — 1) + 2mlogo(n + 1). (3.8)

Dabei kann man an ein paar Stellen sparen (z.B. ,v“ oder ,{“, ,}* weglassen), aber
auch mehr Platz investieren (z.B. in ASCII codieren bzw. binér statt dezimal codieren).
So wére auch ein Platzbedarf von

(2m —1) +2mlogy(n + 1) (3.9)

denkbar.
Was ist wirklich wichtig dabei?

(1) Die Kantenliste ist sparsamer als die Inzidenzmatrix, denn wenn n nicht zu klein
ist (n > 8), dann gilt

n > 2+ 2logy(n + 1). (3.10)
Also ist auch

mn > (2m — 1) + 2mlogy(n + 1). (3.11)

(2) Unabhéngig von der Codierung ist fir die GroBe des Speicherplatzes der zweite
Ausdruck wichtig, denn es gilt

2mlogy(n + 1) (2m — 1) + 2mlogy(n + 1) (3.12)

<
< 4dmlogy(n+1) fir n > 2 (3.13)

(3) Letztlich kommt es also gar nicht so sehr auf die Vorfaktoren an (die sind codie-
rungsabhéngig!), sondern auf den Ausdruck

mlog(n). (3.14)

(4) In mlog(n) steckt das Wesen der Kantenliste: Zéhle fiir alle m Kanten die Num-
mern der beteiligten Knoten auf!
Wie man in Abschnitt 3.7 sehen wird, lohnt sich dafiir eine eigene Notation:

Die Kantenliste benttigt ©(mlog(n)) Speicherplatz.

3.6.4 Adjazenzliste

Eine Adjazenzliste eines Graphen G = (V| E) gibt zu jedem Knoten v; die benachbarten
Knoten v; an (v;,v; € V). Das ist etwas praktischer als die Kantenliste, wenn man fiir
Graphenalgorithmen direkten Zugriff auf die Nachbarn einen Knotens bendtigt. Man
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3 Suche in Graphen

muss nicht die Nachbarn erst mithsam aus einer Liste heraussuchen. Die zum Graphen
aus Abbildung 3.11 gehorende Adjazenzliste sieht dann wie folgt aus.

V1t V2, U3; (3.15)
Vg V1, U3; (3.16)
V3 1 U1, U2, V4] (3.17)
Vg ¢ v3; (3.18)

Auch hier betrachte man wieder den Speicherbedarf. Dafiir benotigt man die Lénge
einer solchen Adjazenzliste. Da jede Kante doppelt auftaucht, ndmlich einmal fir jeden
Knoten, gilt

2n +4m + nlogy(n + 1) + 2mlogy(n + 1). (3.19)

D.h. ©(nlog(n) + mlog(n)).

Im Allgemeinen sind Graphen mit vielen isolierten Knoten (ohne Kanten!) uninteressant,
d.h.z.B. m > %5, m >n o.4. Also wieder ©(mlog(n).

Nun méchte man jedoch, zur Verbesserung der Zugriffszeit, den direkten Zugriff auf die
Nachbarn eines Knotens, denn das Durchsuchen der Liste nach Semikolons dauert. Dafiir
werden Zeiger (engl. Pointer) auf jeden Knoten (nach dem Semikolon) gesetzt.

i L i +

V1: V2,V3; V2:V1,V3; V3 :UV1,V2,V4; Ug: U3, (3.20)
Man verwendet hier also das Prinzip:
»2Man muss nicht alles wissen, man muss nur wissen, wo’s steht.”

Betrachtet man nun wieder den Speicherbedarf, so erkennt man, dass fiir jeden Knoten
ein Zeiger benotigt wird, also n Stiick. Jeder dieser Zeiger codiert eine Speicherzelle, d. h.
die Nummer eines Bits in der Liste. Ein solcher Zeiger benétigt selbst also

|logs(2n + 4m + n|logy(n) + 1|) + 2m|logy(n) +1]] + 1 (3.21)
< logy(9m - (logy(n) +1)) + 1 fir n > 10, m >n (3.22)
< logy(9) + logy(m) + logy(logy(n) +1) + 1 (3.23)
< 2logy(m) (3.24)

Bits. Insgesamt sind das also ©(nlog,(m)) Bits.
BekanntermaBen gilt fiir einfache Graphen, dass m < n?, d.h.

logy (m) < logy(n?) = 2logy(n). (3.25)
Somit gilt
nlogy(m) < 2nlogy(n), (3.26)
und damit liegt der Speicherverbrauch insgesamt bei

O©(nlogy(m) + mlogy(n)) = O(mlogy(n)). (3.27)
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3.7 Wachstum von Funktionen

3.7 Wachstum von Funktionen

Im letzten Abschnitt wurden Funktionen abgeschéatzt und auf die ,wesentlichen* Be-
standteile reduziert, um Groéflenordnungen und Wachstumsverhalten zu beschreiben.
Dies wird nun mit folgender Definition formalisiert.

Definition 3.9 (©-Notation). Seien f,g: IN — R, dann gilt
f€0(g) :e3ci,co € Rup:Ing € Nog : Vn € Ny, -
0<cig(n) < f(n) < c2g(n) (3.28)
Man sagt, f wdchst asymptotisch in derselben Griffenordnung wie g.
Beispiele:
(1) 2n? —1 € O(n?)
(2) % +n? 4+ nlog(n) € O(n3)

Manchmal hat man aber auch nur untere oder obere Abschéitzungen, sodass sich die
folgenden Definitionen ergeben.

Definition 3.10 (O-Notation). Seien f,g: IN — R, dann gilt
f€0(g) :@dceRsp:3Ing € Nog: Vn € Nxy, -
0 < f(n) < cg(n) (3.29)
Man sagt, f wdchst hichstens in derselben Griffenordnung wie g.
Beispiele:
(1) 2n? —1 € O(n?)
(2) 2n? —1 € O(n?)
(3) nlog(n) € O(n?)
Definition 3.11 (Q2-Notation). Seien f,g: IN — R, dann gilt
feQg):=3eceRsp:3Ing € Nog:Vn € Nop, ¢
0 < cg(n) < f(n) (3.30)
Beispiele:
(1) 2n% —1 € Q(n?)
(2) 2n3 —1 € Q(n?)
Zu den soeben definierten Notationen lassen sich einige Eigenschaften festhalten.
Satz 3.12. Seien f,g: IN — R, dann gelten
(1) f€0©(9) = geo6(f)
(2) f€O(g) = feO(g)nfeg)

(3) [ €0(g) & gef)
Beweis. Ubung! O
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3 Suche in Graphen

3.8 Laufzeit von BFS und DFS

Durchsucht man einen Graphen, so sollten alle Knoten und Kanten dabei betrachtet
werden. Daher ldsst sich eine untere Schranke von Q(n+m) nicht unterbieten. Tatséchlich
kann man dies auch als Oberschranke erreichen.

Satz 3.13 (Laufzeit Graphenscan-Algorithmus). Der Graphenscan-Algorithmus 3.7
lasst sich so implementieren, dass die Laufzeit O(m + n) betrdgt.

Beweis. Annahme: G ist durch eine Adjazenzliste gegeben.

Fir jeden Knoten verwendet man einen Zeiger, der auf die ,aktuelle“Kante fiir diesen
Knoten in der Liste zeigt (d.h. auf den ,aktuellen“Nachbarn). Anfangs zeigt akt(z) auf
das erste Element in der Liste. In Zeile 9 wird der aktuelle Nachbar ausgewahlt und der
Zeiger weiter bewegt. Wird das Listenende erreicht, wird z aus R entfernt und nicht
mehr eingefiihrt.

Also ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O(m + n). O

Korollar 3.14. Mit Algorithmus 3.7 kann man alle Zusammenhangskomponenten eines
Graphen berechnen.

Beweis. Wende den Algorithmus an und iberpriife, ob Y = V ist. Falls ja, ist der
Graph zusammenhéngend. Andernfalls wurde eine Zusammenhangskomponente berech-
net. Nun startet man den Algorithmus erneut fiir einen Knoten s’ € V' \ Y usw. Wieder
wird keine Kante von einem Knoten aus doppelt angefasst, also bleibt die Laufzeit Li-
near, d.h. O(n + m). O

Korollar 3.15. BFS und DFS haben die Laufzeit O(n + m).

Beweis. Einfligen in R (Warteschlange oder Stapel) lasst sich jeweils in konstanter Zeit
vornehmen, der Rest iibertragt sich von Satz 3.13. 0

3.9 Besondere Eigenschaften von BFS und DFS

Einfach gesagt ist
e DFS eine bestmogliche, individuelle Suchstrategie mit lokaler Information.
e BFS eine bestmdgliche, kooperative Suchstrategie mit globaler Information.
Konkret heifit das, dass
e DFS gut fiir die Suche nach einem Ausweg aus einem Labyrinth geeignet ist.
e BFS gut fiir die Suche nach kiirzesten Wegen geeignet ist.

Satz 3.16 (Lokale Suche mit DFS). DFS ist eine optimale lokale Suchstrategie im fol-
genden Sinne.
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3.9 Besondere FEigenschaften von BF'S und DFS

Eingabe: Graph G = (V, E), Knoten s € V

Ausgabe:

(1) Knotenmenge Y C V, die von s aus erreichbar ist (die Zusammenhangskom-
ponente von s)

(2) fiir jeden Knoten v € Y die Lénge d(s,v) eines kiirzesten s-t-Weges

(3) Kantenmenge 7' C F, die die Erreichbarkeit sicherstellt (Spannbaum der Zu-
sammenhangskomponente)

1: ENQUEUE(R, s)
2 Y+ {sh, T+ 0,1(s) <0

3: while head|R| # end[R] do > Solange die Queue nicht leer ist
4: v <— wahle erstes Element aus R

5: if es gibt kein w € V' \ Y mit {v,w} € E then

6: DEQUEUE(R)

T: else

8: w < wihle w € V\'Y mit e = {v,w} € E

9: ENQUEUE(R, w)

10: Y «+ Y U{w}

11: T+ TU{e}

12: l(w) < 1l(v)+1

Algorithmus 3.17: Bestimmung der Zusammenhangskomponente eines Startknotens s eines
Graphens sowie des zugehorigen Spannbaums. Zusétzlich Bestimmung der Léange des kiirzesten
s-t-Weges flir jeden von s aus erreichbaren Knoten.

(1) DFS findet in jedem zusammenhdangendem Graphen mit n Knoten einen Weg der
Linge hochstens 2n — 1, der alle Knoten besucht.

(2) Fiir jede lokale Suchstrategie gibt es einen Graphen mit n Knoten, sodass der letzte
Knoten erst nach einer Weglinge von 2n — 1 besucht wird.

Beweis. Ubung! O

Satz 3.18. Fiir den Algorithmus 8.17 gelten:
(1) Das Verfahren ist endlich.
(2) Die Laufzeit ist O(n + m).

(3) Am Ende ist fir jeden erreichbaren Knotenv € Y die Linge eines kiirzesten Weges
von s nach v im Baum (Y, T') durch l(v) gegeben.
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3 Suche in Graphen

(4) Am Ende ist fiir jeden erreichbaren Knoten v € Y die Lange eines kiirzesten Weges

von s nach v im Graphen (V, E) durch l(v) gegeben.

Beweis.

(1)

(2)
(3)

32

Wie fiir Algorithmus 3.7 gelten alle Eigenschaften. Zusétzlich ist fiir jeden Knoten
v € Y per Induktion der Wert 1(v) tatséchlich definiert.

Die Laufzeit bleibt von Algorithmus 3.7 erhalten.

Sei d(y,y die Léinge eines kiirzesten Weges von s nach v in (Y, T'). Dann zeigt man
durch Induktion iiber d(y.71y(s,v), dass fiir alle Knoten d¢y,1)(s,v) = [(v) gilt.
Induktionsanfang:

dy.ry(s,v) = 0 gilt fiir v = s und [(s) = 0.

Induktionsannahme:

Sei d(y,1)(s,v) = l(v) fiir alle v € V mit diy,p)(s,v) <k — 1.

Induktionsschritt:

Sei w € V' ein Knoten mit d(y,7)(s,w) = k. Dann gibt es im Baum (Y,T') einen
eindeutigen Weg von s zu w. Sei v der Vorgidnger von w in diesem Weg, also
v,w € T. Nach Induktionsannahme gilt

diyr(s,v) = 1(v),
auBerdem ist diy,)(s,w) = dyr(s,v)+1 (Abstand im Baum)
und l(w) = I(v)+1. (wird in Alg. 3.7 gesetzt)
Also auch diym(s,w) = l(w).

Man benétigt zunéchst die Eigenschaft, dass zu jedem Zeitpunkt fiir die Warte-
schlange R : v;, Vit1, ..., vk gilt

l(v;) < oo < (vg) < U(v;) + 1. (3.31)

Dies beweist man per Induktion iiber die Zahl z der aufgenommen Kanten.
Induktionsanfang:

Sei z = 0, dann besteht die Warteschlange R nur aus s und somit gilt 3.31.
Induktionsannahme:

Die Aussage gelte nach (z — 1) Kanten. Sei R : v;, V41, ..., v und 1(v;) < l(vi41 <
Induktionsschritt:

Man fiigt eine weitere Kante ein. Werden dafiir zunéchst Knoten aus R geloscht,
weil sie keinen neuen Nachbarn haben, dandert das nichts an 3.31. Sei v; danach
der erste Knoten, fiir den eine neue Kante e = {v;,vy11} eingefiigt wird. Dann
bekommt man R : vj,vjq1, ..., Vg, Vg1, mit [(v;) < ..o < U(vj) < .0 < U(vg) <
l(vi) + 1. Wegen [(v;) < I(v;) gilt auch [(v;) +1 < I(vj) +1 = I(vg41). Damit erhalt
man

l(vj) <o < wg) < Uwvs) +1 < U(vy) +1 = Uvg41) (3.32)



3.9 Besondere FEigenschaften von BF'S und DFS

und 3.31 gilt weiterhin.

Jetzt nimmt man an, dass es am Ende des Algorithmus 3.17 einen Knoten w € V
gibt, fiir den kein kiirzester Weg gefunden wurde, also d(s,w) < d¢y,1)(s, w) = l(w).
Unter den Knoten mit dieser Eigenschaft wihlen wir einen mit minimalem Abstand
von d in G.

Sei P ein kiirzester s-w-Weg in G und sei e = {v, w} die letzte Kante in P. D.h.
d(s,w) = d(s,v) + 1. Damit erhilt man d(s,v) = dy.1)(s,v), aber d(s,w) <
diy,r)(s,w), also gehort e nicht zu T'. Auflerdem ist

H(w) = dy,r)(s,w) (3.33)
> d(s,w) (3.34)
= d(s,v) + 1 (3.35)
= d(y.(5,0) + 1 (3.36)
=I(v) + 1L (3.37)
Wire w € Y, hitte man wegen [(v) > [(v) + 1, also einen Widerspruch zur Eigen-
schaft 3.31. Also wére w ¢ Y. Dann wére die Kante e = {v, w} zum Zeitpunkt der

Entfernung von v aus R aber eine Verbindung von v mit einem Knoten v € Y, im
Widerspruch zur Abfrage in Zeile 5. O
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3 Suche in Graphen

3.10 Schlusswort

Zur Melodie von “Longest Time” von Billy Joel:

Wo-oh-oh-oh ist ein kurzer Weg?
Wo-oh-oh-oh ist ein kurzer Weg?
Wo-oh-oh-oh ist ein kurzer ...

Facebook, Bacon und die Erdés-Zahl
Graphenscan ist einfach und genial.
Er schafft Verbindung
und er dient der Knotenfindung
wenn auch nicht notwendig auf 'nem kurzen Weg

Wo-oh-oh-oh ist ein kurzer Weg?
Wo-oh-oh-oh ist ein kurzer Weg?

Stapeleinsatz macht die Suche tief,
was sehr gut wér, wenn allein man lief”:
kartenlos jagen
ohne nach dem Weg zu fragen
denn mit DFS erreicht man jedes Ziel.

Adjazenzliste Datenstruktur
zweimal muss man nur
jede Kante betrachten!

Warteschlange macht die Suche breit
16st das Problem in linearer Zeit.
Ganz auf die Schnelle,
so wie eine Floodingwelle
liefert BF'S uns einen kurzen Weg!

So-oh-oh-oh findet man den Weg,
so-oh-oh-oh findet man den Weg,
so-oh-oh-oh findet man den Weg]!



4 Dynamische Datenstrukturen

In diesem Kapitel widmen wir uns Datenstrukturen, fir die die Menge von Objekten
dynamisch ist. Dazu betrachten wir zunéchst allgemeine Operationen an, die bei diesen
Datenstrukturen Anwendung finden. Danach geben wir verschiedene Datenstrukturen
an, die diese Grundoperationen umsetzen.

4.1 Grundoperationen

Ganz allgemein muss eine dynamische Datenstruktur eine Menge S von Objekten ver-
walten und verschiedene Operationen ausfithren kénnen. Dazu sei nun im Folgenden:

S Menge von Objekten

k Wert eines Elements (,,Schliissel*)
x Zeiger auf ein Element

NIL spezieller, ,leerer” Zeiger
SEARCH(S, k): ,Suche in S nach k*

Beschreibung: Durchsuche die Menge S nach einem Element vom Wert k.

Ausgabe: Zeiger z, falls z existent. NIL, falls kein Element den Wert k hat.
INSERT(S, z): ,Fige z in S ein“
Beschreibung: Erweitere S um das Element, das unter der Adresse z steht.

DELETE(S, x): ,Entferne z aus S“

Beschreibung: Losche das unter der Adresse x stehende Element aus S.

MiINIMUM(S): ,,Suche das Minimum in S

Beschreibung: Finde in S ein Element von kleinstem Wert. (Annahme: Die Werte
lassen sich vollstéandig vergleichen!)

Ausgabe: Zeiger x auf solche ein Element.

MAXIMUM(S): ,,Suche das Maximum in S

Beschreibung: Finde in S ein Element von grofitem Wert. (Annahme: Die Werte
lassen sich vollstandig vergleichen!)

Ausgabe: Zeiger = auf solch ein Element.
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4 Dynamische Datenstrukturen

PREDECESSOR(S, z): ,Finde das néichstkleinere Element*

Beschreibung: Fiir ein in x stehendes Element in S, bestimme ein Element von
néchstkleinerem Wert in S.

Ausgabe: Zeiger y auf Element. NIL, falls £ Minimum von S angibt.

SUCCESSOR(S, z): ,Finde das néchstgrofiere Element*

Beschreibung: Fiir ein in x stehendes Element in S, bestimme ein Element von
néchstgrofferem Wert in S.

Ausgabe: Zeiger y auf Element. NIL, falls x Maximum von S angibt.

Wie nimmt man das vor und wie lange dauert das in Abhéngigkeit von der Gréfle von
S? Da es sich um unsortierte Unterlagen handelt, muss immer jedes Element angeschaut
werden, also: O(n). Mit sortierten Unterlagen ginge dies schneller. Zum Vergleich: O(n)
ist lineare Zeit und somit fiir unsere Zwecke eher langsam; man muss jedes Element
betrachten. Im Gegensatz dazu is O(1) sehr schnell. Wir bendtigen immer gleich lange,
egal wie viele Objekte wir besitzen. Eine Zwischenstufe erreicht man durch wiederhol-
tes Halbieren. Die dadurch erhaltene logarithmische Laufzeit (O(logn)) ist immer noch
schnell.

4.2 Stapel und Warteschlange

Bereits in Abschnitt 3.4 wurden Stapel und Warteschlange als Datenstruktur vorgestellt.
Wir méchten an dieser Stelle an die Basisoperationen erinnern:

e ENQUEUE(Q, xz): Hangt Element x an Schlange Q.

e DEQUEUE(Q): Entfernt das vorderste Element aus () und gibt es aus.
e STACK-EMPTY(S): Priift, ob der gegebene Stapel S leer ist.

e PusH(S, z): Legt Element x auf den Stapel S

e Popr(5): Entfernt oberstes Element vom Stapel S und gibt es aus.

4.3 Verkettete Listen

Die Idee hinter verketteten Listen ist, dass die Objekte nicht explizit in aufeinander-
folgende Speicherzellen angeordnet sind, sondern mittels Zeigern von anderen Objekten
erreichbar sind. Speziell bei doppelt verketteten Listen besitzt ein Objekt einen Schliissel
(emph) und jeweils einen Zeiger (Pointer) auf den Vorgénger (Predecessor) und Nach-
folger (Successor). Des weiteren gibt es noch einen Zeiger auf das Objekt, welches keinen
Vorgénger besitzt; der Kopf (head) der Liste. Ein Beispiel fiir eine doppelt verkettete
Liste ist in Abbildung 4.1a angegeben.
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4.3 Verkettete Listen

pred key succ

T |
nesatt) —-{7 9] L i0] =L [a] %=L [1]7]

(a) Beispiel fiir eine doppelt verkettete Liste

head[L] — / [25] L |o] A1 [16] 1 [ef 1 [1]/]

(b) Fiige der Liste aus Abb. 4.1a vorne das Element mit Schliissel 25 ein.

head[L] — / [25] 1 [o] = ] T [4]/]

(c) Finde in der Liste aus Abb. 4.1b ein Element mit dem Schliissel 1 und lésche es.

Abbildung 4.1: Struktur einer doppelt verketteten Liste.

Mochte man ein Objekt z einfiigen, so wird der Nachfolger von = der Kopf der Liste,
der Vorginger vom Kopf der Liste wird auf x gesetzt und schliefflich der neue Kopf auf z
gesetzt. Der zu dieser Operation gehorige Pseudocode ist in Algorithmus 4.1 zu finden.
Ein Beispiel einer Durchfithrung von List-Insert ist in Abbildung 4.2b zu sehen.

Sucht man nun einen Schliissel = in einer Liste, so kann man iiber die Nachfolger
der Objekte das gewiinschte Element suchen (siehe auch Pseudocode 4.2). Méchte man
dieses Element nun auch léschen, so miissen nur der Nachfolger vom Vorgénger und der
Vorgénger vom Nachfolger neu gesetzt werden (siehe dazu Pseudocode 4.3). Ein Beispiel
fiir das Loschen eines Elements ist in Abbildung 4.2¢ zu sehen.

: function LIST-INSERT(L, z)

succ[z] < head[L]

if head[L] # NiL then
pred[head[L]] < x

head[L] + x

pred[z] < NIL

Pseudocode 4.1: Einfiigen eines Elementes z in eine doppelt verkettete Liste L. Die Laufzeit
betragt O(1).

1: function LIST-SEARCH(L, k)

2 x < head[L]

3: while x # NIL und key[z] # k do
4 x <+ succ|z]

)

return z

Pseudocode 4.2: Suchen eines Schliissels & in einer doppelt verketteten Liste L. Die Laufzeit
betragt O(n).
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4 Dynamische Datenstrukturen

: function LISTE-DELETE(L, z)
if pred[z] # NiL then
succ[pred[z]] < succ|z]
else
head[L] + succ[z]
if succ[z] # NIL then
pred[succ|z]] < pred[z]

Pseudocode 4.3: Entfernen eines Elementes x aus einer doppelt verketteten Liste L. Die
Laufzeit betrégt O(1).

i) .

(a) Beispiel fiir eine leere, doppelt verkettete Liste

i) - L [o] = L e[ L[4[ T [1[ ||

(b) Beispiel fiir eine doppelt verkettete Liste mit zyklischer Struktur und Wéchter

nil[L] 25 9 16 4 1

(c) Fiige der Liste aus Abb. 4.2b vorne das Element mit Schliissel 25 ein.

wit(r) IR 250 - [o 1 [t6[ %1 [4] |

(d) Finde in der Liste aus Abb. 4.2¢ ein Element mit dem Schliissel 1 und lésche es.

Abbildung 4.2: Alternative: Zyklische Struktur einer doppelt verketteten Liste mit ,Wachter
nil[L].

Eine Variation doppelt verketteter Listen ist die zyklische doppelt verkettete Liste. In
Abbildung 4.2 ist eine solche Struktur mit einem Wiéchter abgebildet. Bei dieser Struktur
entfillt beispielsweise beim Einfiigen in die Liste der Test, ob die Liste leer ist (siehe
Pseudocode 4.4). Da jedes Element sowohl Vorgéanger als auch Nachfolger besitzt, kann
auch das Loschen aus der Liste deutlich einfach erfolgen (siehe Pseudocode 4.6).

1: function LIST-INSERT’(L, x)
2 succ|z] « succ[nil[L]]

3: pred[succ[nil[L]]] + =

4 succ[nil[L]] < x

5 pred[z]| < nil[L]

Pseudocode 4.4: Einfiligen eines Elementes z in eine doppelt verkettete Liste L mit zyklischer
Struktur und ,,Wachter® nil[L].
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1: function LIST-SEARCH’(L, k)

2 x < succ[nil[L]]

3: while z # nil[L] und key[z]| # k do
4: x < succ|z]

5

return z

Pseudocode 4.5: Suchen eines Schliissels & in einer doppelt verketteten Liste L mit zyklischer
Struktur und ,Wachter® nil[L].

1: function LIST-DELETE’(L, x)
2: succ|pred[z]] « succ|z]
3: pred[succ|z]] < pred|z]

Pseudocode 4.6: Entfernen eines Elementes z aus einer doppelt verketteten Liste L mit
zyklischer Struktur und ,,Wachter® nil[L].

Wie bereits erwahnt, miissen die Elemente im Speicher nicht aufeinanderfolgen, son-
dern diirfen verteilt sein. Die Vorgéanger und Nachfolger zeigen also als Pointer auf die
Stelle des vorherigen beziehungsweise nachfolgenden Elements. Ein Beispiel wie das aus-
sehen kann ist in Abbildung 4.3 gegeben. (Randnotiz: Mit Hilfe doppel-verketteter Listen
lasst sich der Hierholzer-Algorithmus zum Finden von Eulertouren mit Laufzeit O(n+m)
implementieren. Dies zu beweisen stellt eine gute Ubung dar.)

L@ 1 2 3 45 6 7 8 9 10111213 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24

BT T T N o T
1 | \ /

pred | succ

succ
key

pred

Abbildung 4.3: Speicherung kann irgendwo erfolgen.

4.4 Binare Suche

Schauen wir uns folgendes Spiel an: Spieler A denkt sich eine Zahl zwischen 65 und 128
aus. Spieler B soll nun mit moéglichst wenigen Versuchen diese Zahl zu erraten. Nach
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Eingabe: Sortiertes Array S mit Eintrdgen S[I], Suchwert z, linke Randposition left
und rechte Randposition right.

Ausgabe: Position von x zwischen Arraypositionen left und right, falls existent.

1: function BINARY-SEARCH(S, x, left, right)
2 while left < right do

3 middle ¢« [ eft4rieht |

4 if S[middle] = = then

5: return middle

6 else if S[middle] > = then

7 right < middle — 1

8 else

9 left + middle + 1

10: return ,x nicht gefunden!“

Algorithmus 4.1: Bindre Suche eines Wertes x in einem sortierten Array S zwischen den
Positionen left und right.

einem erfolglosen Rateversuch verrdt A, ob die gesuchte Zahl kleiner oder gréfer ist.
Eine einfache Strategie dieses Spiel zu meistern ist, nach jedem Versuch die Anzahl
moglicher Zahlen zu halbieren. Ein Algorithmus, der genau diese Strategie verfolgt, ist
in Algorithmus 4.1 gegeben. Den nachfolgenden Satz geben wir zu Ubungszwecken ohne
Beweis an.

Satz 4.2. Die bindre Suche (s. Alg. 4.1) terminiert in O(log(right— left)) Schritten (fir
right > left).

4.5 Binare Suchbaume

Mit der Idee der bindren Suche ldsst sich nun eine Datenstruktur entwickeln, die darauf
abzielt logaithmische Laufzeiten fiir das Finden und Loéschen von Daten zu erhalten.
Diese Datnstruktur verhalt sich &hnlich zu einer Liste, wobei nun jedes Element zwei
»Nachfolger® (Kinder) bekommt: ein linkes Kind mit kleineren Schliisselwerten und ein
rechtes Kind mit gréferen Schliisselwerten. Die formale Definition fiir bindre Suchbdume
ist wie folgt.

Definition 4.3 (Gerichteter Baum).

(1) Ein gerichteter Graph D = (V, A) besteht aus einer endlichen Menge V' von Knoten
v und einer endlichen Menge A von gerichteten Kanten a = (v, w) (v ist Vorganger
von w).

(2) Ein gerichteter Baum B = (V,T) hat folgende Figenschaften:

(i) Es gibt einen eindeutigen Knoten w ohne Vorginger.
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parent
left child right child

Abbildung 4.4: Struktur eines Elementes eines bindren Suchbaumes

root|T]

Abbildung 4.5: Struktur eines biniren Suchbaumes
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4 Dynamische Datenstrukturen

(a) Beispiel fiir einen balancierten bindren (b) Beispiel fiir einen nicht balancierten bi-
Suchbaum ndren Suchbaum

Abbildung 4.6: Ordnungsstruktur auf bindren Suchbiaumen: Kleinere (bzw. nicht grofiere)
Zahlen befinden sich im linken, grofere Zahlen im rechten Teilbaum.

(ii) Jeder Knoten, aufer w, ist auf einem eindeutigen Weg von w aus erreichbar.
D. h. insbesondere, dass v € V' einen eindeutigen Vorginger (auch Vaterkno-
ten) hat.

(8) Die Hohe eines gerichteten Baumes ist die maximale Linge eines gerichteten Weges
von der Wurzel.

(4) Ein bindrer Baum ist ein gerichteter Baum, in dem jeder Knoten héchstens zwei
Nachfolger (Kindknoten) hat. Einer ist der ,linke“ l[v], der andere der ,rechte*
rlv].

(5) Ein bindrer Baum heif$t voll, wenn jeder Knoten zwei oder keinen Kindknoten hat.

(6) Ein bindrer Baum heifst vollstandig, wenn zusdtzlich jedes Blatt den gleichen Ab-
stand zu Wurzel besitzt.

(7) Ein Knoten ohne Kindknoten heifit Blatt.

(8) Der Teilbaum eines Knotens v ist durch die Menge der von v aus erreichbaren
Knoten und der dabei verwendeten Kanten definiert. Der linke Teilbaum ist der
Teilbaum von l[v], der Rechte der von r[v].

(9) In einem bindren Suchbaum hat jeder Knoten v einen Schlisselwert S[v] und es
gilt:
- S[u] < S[w] fiir Knoten u im linken Teilbaum von v.

- S[u] > S[v] fir Knoten u im rechten Teilbaum von v.
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4.5 Bindre Suchbaume

Abbildung 4.7: Beispiel fiir einen vollstindigen bindren Suchbaum.

Ein Beispiel fiir einen bindren Suchbaum ist in Abbildung 4.7. In einer solchen Struktur
lassen sich nun Elemente {iber einfache Algorithmen finden. Um das Minimum zu finden,
gehen wir so lange in den linken Teilbaum bis wir kein linkes Kind mehr besitzen (vgl.
Pseudocode 4.7). Analog dazu kénnen wir das Maximum finden, indem wir iterativ in
den rechten Teilbaum gehen, bis kein rechtes Kind mehr existiert (vgl. Pseudocode 4.8).
Um nach einem Schliissel x zu suchen, vergleicht man x mit dem aktuellen Knoten und
wiederholt die Prozedur im linken (rechten) Teilbaum, wenn x kleiner (grofier) als der
aktuelle Knoten ist (vgl. Pseudocode 4.9). Abseits der bereits genannten Funktionen
konnen im Baum auch einfach der Vorgénger (Predecessor) und Nachfolger (Successor)
gefunden werden. Dazu sucht man das Maximum im linken Teilbaum fiir den Vorgéanger
und das Minimum im rechten Teilbaum fiir den Nachfolger. Der Pseudocode zum Finden
des Nachfolgers ist in Pseudocode 4.10 gegeben.

1: function TREE-MINIMUM(z)
2: while left[x] # NIL do
3: x < left[z]

4: return z

Pseudocode 4.7: Suchen des Minimums in einem biniren Suchbaum, der durch den Wurzel-
knoten x gegeben ist.

Satz 4.4. Suchen, Minimum, Maximum, Nachfolger und Vorginger kénnen in einem
bindren Suchbaum der Héohe h in O(h) durchlaufen werden.

Beweis. Klar, der Baum wird nur vertikal abwérts durchlaufen! O

Bisher haben wir nur Operationen betrachtet, die nur auf bestehenden Elementen
operieren. Nun wollen wir noch Elemente einfiigen und entfernen.
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1: function TREE-MAXIMUM(x)
2: while right[z] # NiL do
3: x < right[z]

4: return z

Pseudocode 4.8: Suchen des Maximums in einem bindren Suchbaum, der durch den Wurzel-
knoten x gegeben ist.

1: function ITERATIVE-TREE-SEARCH(z, k)
2 while = # NiL und k # key[z] do
3 if & < key[z] then
4: x < left]z]
5 else

6 x <+ right[z]
7

return z

Pseudocode 4.9: Suchen eines Schliissels k in einem bindren Suchbaum, der durch den Wur-
zelknoten x gegeben ist.

: function TREE-SUCCESSOR(z)
if right[z] # NIL then
return TREE-MINIMUM(right[x])
y < parent|x]
while y # NIL und = = right[y] do
Ty
y < parent|[y]

return y

Pseudocode 4.10: Finden des Nachfolger-Schliissels vom Schliissel vom Knoten x.

®

Abbildung 4.8: Einfiigen der 13 in einen Suchbaum. Die weilen Knoten werden bei der Suche
nach der korrekten Stelle abgelaufen.
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1: function TREE-INSERT(T, 2)
2 y < NIL

3 x < root[T]

4: while = # NIL do

5: YT

6 if key[z] < key[z] then
7 x < left[z]

8 else

9 x <+ right[z]

10: parent[z] <y

11: if y = NIL then

12: root[T] + z

13: else if key[z] < key[y] then
14: left[y] < =

15: else

16: right[y] < 2

Pseudocode 4.11: Einfiigen eines Knotens z in einen bindren Suchbaum 7'

Zum Einfiigen eines Elements mit Schliissel = gehen wir iterativ (wie bei einer Suche)
in den linken Teilbaum, falls x kleiner ist und in den rechten Teilbaum, falls x grofler
ist. Ist man an dem Punkt angelangt, bei dem man nicht in den linken bzw. rechten
Teilbaum gehen kann, so fiigt man das Element an dieser freien Stelle ein. Eine formale
Beschreibung ist in Pseudocode 4.11 zu finden.

Satz 4.5. Einfigen in einen bindren Suchbaum der Héhe h bendtigt O(h).
Beweis. Klar, der Baum wird nur vertikal abwérts durchlaufen! ]

Um ein Element zu 16schen, miissen wir es zunéchst finden. Sind wir bei dem gesuch-
ten Element mit Schliissel z, so konnen wir es nicht einfach entfernen. Es werden drei
Félle unterschieden: (1) Hat z keine Kinder, kann z einfach entfernt werden (siche Ab-
bildung 4.9). (2) Hat z genau ein Kind, dann rutscht das Kind an die Stelle von z (siehe
ABbildung 4.10). (3) Hat z zwei Kinder, dann suchen wir den Nachfolger y von z, kopie-
ren y an die Stelle von z und léschen die alte Position von y (ggf. rutschen hierbei das
Kind von y nach oben; siehe Abbildung 4.11). Eine formale Beschreibung zum Léschen
eines Elements ist in Pseudocode 4.12 zu finden.

Satz 4.6. Loschen aus einem bindren Suchbaum der Héhe h benitigt O(h).
Beweis. Klar, der Baum wird im Wesentlichen nur einmal durchlaufen! O

Wie man sieht héngen alle Operationen auf Bdumen von der Héhe des Baumes ab.
Das kann im schlimmsten Fall O(n) bedeuten, wie Abbildung 4.12 zeigt. Optimal wére
eine Laufzeit von O(logn). Die Frage ist also, wie man die Tiefe des Baumes auf O(logn)
beschrénken kann.
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Abbildung 4.9: Entfernen eines Elementes ohne Kinder aus einem bindren Suchbaum
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Abbildung 4.10: Entfernen eines Elementes mit einem Kind aus einem bindren Suchbaum
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Abbildung 4.11: Entfernen eines Elementes mit zwei Kindern aus einem binidren Suchbaum
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1: function TREE-DELETE(T), z)

2 if left[z] = NIL oder right[z] = NIL then
3 Yy <z

4: else

5: Y < TREE-SUCCESSOR(2)

6 if left[y] # NIL then

7 x < left[y]

8 else

9: x < right[y]

10: if © # NIL then

11: parent|x] < parent[y]

12: if parent[y] = NIL then

13: root[T] + x

14: else if y = left[parent[y]] then
15: left[parent[y]] « =

16: else

17: right[parent|[y]] + =

18: if y # z then

19: key[z] < key[y]
20: kopiere die Nutzdaten von y in 2
21: return y

Pseudocode 4.12: Entfernen eines Knotens z aus einem bindren Suchbaum 7.

4.6 AVL-Baume

Bei bindren Suchbdumen ist fiir die Laufzeit von Algorithmen auf selbigem die Hohe h
entscheidend, da bspw. Einfiigen und Entfernen von Elementen in bzw. aus einem bi-
niren Suchbaum in O(h) l4uft.

Wie kann die Hohe moglichst klein gehalten werden? Eine Idee ist, den Baum ,,ba-
lanciert” aufzubauen, d.h. der linke und rechte Teilbaum soll gleich grof§ sein. Dies ist
natiirlich nicht immer méglich. Wir wollen also versuchen, den Baum ,,anndhernd balan-
ciert“ zu halten. Ein weiteres Problem ist, dass das Gewicht, d.h. die Anzahl an Knoten
in einem Teilbaum, eine globale Eigenschaft ist. Uber diese Eigenschaft den Baum ba-
lanciert zu halten, kénnte also schwierig werden. Auf der anderen Seite ist das Gewicht
fir die Laufzeiten nicht wichtig, sondern die Tiefe bzw. Hohe des Baumes. Diese Idee
fithrt zur folgenden Definition 4.7.

Definition 4.7 (AVL-Baum nach Adel’son-Vel’skij und Landis (1962)).

(1) Ein bindrer Suchbaum ist hohenbalanciert, wenn sich fiir jeden inneren Knoten v
die Hohe der beiden Kinder von v um héchstens 1 unterscheidet.

(2) Ein hohenbalancierter Suchbaum heifit auch AVL-Baum.
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Abbildung 4.12: Schlechte Struktur, falls der binire Suchbaum maximale Hohe hat.

(a) Gute Struktur, falls der bindre Suchbaum (b) Ebenfalls eine gute Struktur.
balanciert ist.

Abbildung 4.13: Gute Strukturen in Bezug auf die Hohe von binéren Suchbaumen.
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h
=
h
+1

vy
Abbildung 4.14: Ein allgemeiner héhenbalancierter Suchbaum

Abbildung 4.13 zeigt Beispiele fiir hohenbalancierte Baume. Reicht die Eigenschaft der
Hohenbalanciertheit aus, um logarithmische Hohe zu garantieren? Und wie kann man
dafiir Sorgen, dass die Eigenschaft beim Einfiigen und Loschen von Elementen erhalten
bleibt? Wir beobachten, dass, wenn ein Baum hoéhenbalanciert ist, alle seine Teilbau-
me hohenbalanciert sind. Die Hohenbalanciertheit ist somit eine rekursive Eigenschaft.
Schauen wir uns zunichst folgende Fragen an: Wieviele Knoten braucht man mindes-
tens fir einen AVL-Baum der Hohe h? Das heifit, man untersucht nicht die Hohe in
Abhéngigkeit von der Knotenzahl, sondern die Knotenzahl in Abhéngigkeit von der Ho-
he. Wenn n mindestens exponentiell in h wéchst, dann wéchst i hochstens logarithmisch
in n.

Betrachte allgemein Abbildung 4.14. Mit

(=1
(2)=2
n(h+1)=1+n(h)+n(h—1)

n
n

erhalt man die Funktionswerte, die in Tabelle 4.1 zu sehen sind. Dies ist sehr dhnlich zu
einer Funktion f mit

f(h+1) = f(h)+ f(h —1),
welche die Funktionswerte liefert, die in Tabelle 4.2 zu sehen sind.
Satz 4.8. Die Hohe eines AVL-Baumes mit n Knoten ist O(log(n)).

Beweis. Statt einer oberen Schranke fiir die Hohe eines AVL-Baumes zeigt man zunéchst
eine untere Schranke fiir die Zahl der Knoten eines AVL-Baumes! Sei n(h) die kleinste
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4 Dynamische Datenstrukturen

h | n(h) h | f(h)
1 1 0 1
2 2 1 1
3 4 2 2
4 7 3 3
5 12 4 5
6 20 ) 8
7 33 6 13
8 54 7 21
Tabelle 4.1: Mindestanzahl benétigter Kno- Tabelle 4.2: Fibonacci-Zahlen

ten, n(h), fir einen AVL-Baum der Hohe h.

Zahl von Knoten eines AVL-Baumes der Hohe h. Man beobachtet

n(0) =1 (ein Knoten erforderlich)
n(l) =2 (zwei Knoten erforderlich wegen Hohe)

Noch einmal gilt

n(h) = 1 + nkh-1) + n(h-2).
) ) )
Wurzelknoten Teilbaum Teilbaum

Man zeigt per Induktion, dass

gilt.
Induktionsanfang:
Sei h = 1, dann gilt

Sei h = 2, dann gilt

Induktionsannahme:

Es gelte die Behauptung fur alle h € {0, ..., k}.
Induktionsschritt:

Es ist z.z.: Die Behauptung gilt fiir h = k + 1. Betrachte also

n(k+1)=1+n(k) +n(k—1).

Da n(h) monoton wéchst (fiir groBere Hohe braucht man mindestens so viele Knoten
wir fiir niedrigere), gilt
n(k) > n(k —1).
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Abbildung 4.15: Beispiel fiir einen hohenbalancierten AVL-Baum.

Also ist

nk+1)>14+2-n(k—-1)

k—1_4 .
>1+4+2-272 (Induktionsannahme)
k+1
14272~
Damit gilt die Behauptung auch fir h = k + 1.

Induktionsschluss: }
Fiir alle h € IN gilt n(h) > 22! Damit ist auch

logy(n(h)) > g -1 oder

h < 2(logy(n) + 1),

denn n(h) ist die kleinstmogliche Knotenzahl bei Hohe h.
Damit hat ein AVL-Baum mit n Knoten hochstens die Hohe 2(logy(n)+1), also O(log(n)).
O

Es bleibt ein Problem offen: Wie bewahrt man Hohenbalanciertheit beim Einfiigen und
Léschen in bzw. aus einem bindren Suchbaum? Wir beobachten: Hohenbalanciertheit
dndert sich beim Einfiigen einzelner Elemente nur wenig - und lokal!

Satz 4.10. Mithilfe von Algorithmus 4.9 kann man einen AVL-Baum auch nach einer
FEinfiige-Operation hohenbalanciert halten. Die Zeit dafiir ist O(1).
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4 Dynamische Datenstrukturen

(a) Unbalancierter AVL-Baum aus Abbildung 4.15 nach dem Einfiigen der 54.
4

(b) Hohenbalancierter AVL-Baum nach der Rotation.

Abbildung 4.16: Das Einfiigen eines neuen Knotens in einen AVL-Baum mit einer Rotation
zur Wiederherstellung der Hohenbalanciertheit.
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4.6 AVL-Baume

Eingabe: Knoten z eines bindren Suchbaumes T, Vaterknoten y und Grofivaterknoten
z

Ausgabe: Bindrer Suchbaum T nach Umstrukturierung mit «, y und z

1: function RESTRUCTURE(z, y, 2)

2: Sei (a, b, c) die Grofensortierung der Knoten z, y und z.

3: Sei (Tp, Th,Ta, T3) die GroBensortierung der vier Teilbdume unter z, y und z, die
nicht Wurzeln x, y oder z haben.

4: Ersetze den Teilbaum mit Wurzel z durch einen neuen Teilbaum mit Wurzel b.

5: Setze a als linkes Kind von b, mit Ty und 73 als linken und rechten Teilbaum
unter a.

6: Setze ¢ als rechtes Kind von b, mit 75 und T3 als linken und rechten Teilbaum
unter c.

T return

Algorithmus 4.9: Algorithmus, der fiir einen Knoten z eines bindren Suchbaumes, seinen
Vaterknoten y und seinen Grofivaterknoten z eine Rotation durchfiihrt, sodass der Teilbaum z
wieder hohenbalanciert ist.

Beweis. Annahme: Durch Hinzufiigen eines Knotens v ist der Baum unbalanciert ge-
worden. Sei z der nach dem Einfiigen niedrigste unbalancierte Vorfahre von v. Sei y das
Kind von z, das Vorfahre von v ist; y muss zwei hoher sein, als das andere Kind von z.
Sei x das Kind von gy, das im selben Teilbaum wie v liegt.

Jetzt ersetzt man die Teilstruktur z, y, x (drei Knoten untereinander) durch eine
Teilstruktur mit zwei Knoten unter einem. Es ist z.z.: Danach ist der Baum ein AVL-
Baum! Hierfiir betrachte man die méglichen Anordnungen von z, y und z:

Der Baum ist, wie in Abbildung 4.21 zu sehen, wieder héhenbalanciert.

Dieser Fall kann nicht auftreten!

(1)
(2)
zu (3) Der Baum ist, wie in Abbildung 4.22 zu sehen, wieder héhenbalanciert.
(4) Dieser Fall kann nicht auftreten!

(5)

Der Baum ist, wie in Abbildung 4.23 zu sehen, wieder héhenbalanciert.
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Ty
Abbildung 4.17: AVL-Baum-Anordnung zu (1) des Beweises von Satz 4.10.

T
Abbildung 4.18: AVL-Baum-Anordnung zu (3) des Beweises von Satz 4.10.
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11
Abbildung 4.19: AVL-Baum-Anordnung zu (5) des Beweises von Satz 4.10.

1
Abbildung 4.20: AVL-Baum-Anordnung zu (6) des Beweises von Satz 4.10.
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T 15 13
Abbildung 4.21: Hohenbalancierte AVL-Baum-Anordnung zu (1) des Beweises von Satz 4.10.

To T T3
Abbildung 4.22: Hohenbalancierte AVL-Baum-Anordnung zu (3) des Beweises von Satz 4.10.
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T T 13
Abbildung 4.23: Hohenbalancierte AVL-Baum-Anordnung zu (5) des Beweises von Satz 4.10.

T T 1
Abbildung 4.24: Hohenbalancierte AVL-Baum-Anordnung zu (6) des Beweises von Satz 4.10.
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zu (6) Der Baum ist, wie in Abbildung 4.24 zu sehen, wieder hohenbalanciert.

Alle Schritte erfordern nur konstant viele Rechenoperationen. O

In dem Beispiel aus Abbildung 4.25 reicht es aus nach dem Loschen eines Knotens ein
einziges Mal Restructure (s. Algorithmus 4.9) zu verwenden. Allerdings kann im Allge-
meinen ein neues Problem auftauchen: Der neue hohenbalancierte Teilbaum von b kann
niedriger sein, als der vorher von z. Dadurch wird eventuell der Vater von z unbalanciert!
D.h. man verwendet erneut Restructure und zwar so lange, bis die AVL-Eigenschaft (al-
so Hohenbalanciertheit) wiederhergestellt ist. Aufgrund der Hohe von héchstens log(n)

miissen auch hochstens log(n) Restructure-Operationen gemacht werden, welche jeweils
in O(1) laufen.

Satz 4.11. Mithilfe von Restructure (s. Algorithmus 4.9) kann man einen AVL-Baum
auch nach einer Loschen-Operation héhenbalanciert halten. Die Zeit dafiir ist O(log(n)).

4.7 Fibonacci-Zahlen

Die Fibonacci-Zahl f(n), benannt nach Leonardo da Pisa (gen. Fibonacci, 1180 - 1241),
berechnet sich durch die Summe des Vorgidngers und des Vorvorgingers. Also:
f(n) = f(n—1) + f(n —2), wobei f(1) = 1 und f(2) = 1. Man erhélt dadurch die
Zahlen 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, ...

Die Fibonacci-Zahlen kommen immer wieder in der Natur vor. Hier ein paar Beispiele
(Pflanzenarten):

e Calla, besitzt 1 Blatt

e Christusdorn, besitzt 2 Blatter
o Waldlilie, besitzt 3 Blatter

o Akelei, besitzt 5 Blétter

e Blutwurz, besitzt 8 Blatter

e Rudbecki, besitzt 13 Blatter

e Génsebliimchen, besitzt (je nach Art) 21 bzw. 34 Blétter

4.8 Rot-Schwarz-Baume

Rot-Schwarz-Bédume sind eine andere Methode, Daten strukturiert zu speichern und
Daten in logarithmischer Zeit einzufiigen, zu léschen und zu suchen. Die Idee ist es
die Knoten rot und schwarz zu farben und dabei Invarianten einzuhalten. Ein Vorteil
gegeniiber AVL-Béumen ist, dass man nicht die globale Eigenschaft der Hohe an jedem
Knoten speichern muss, sondern nur ein Bit; ndmlich ob der Knoten rot oder schwarz
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4

(b) Hohenbalancierter AVL-Baum nach der Rotation.

Abbildung 4.25: Das Loschen eines neuen Knotens aus einem AVL-Baum mit einer Rotation
zur Wiederherstellung der Hohenbalanciertheit.
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Abbildung 4.26: Ein Beispiel fiir einen Rot-Schwarz-Baum.

ist. Dadurch lassen sich Rot-Schwarz-Bédume in der Praxis viel leichter implementieren.
Allerdings ist ein Nachteil, dass Rot-Schwarz-Badume gegeniiber AVL-Baumen schlechter
balanciert sind.

Definition 4.12 (Rot-Schwarz-Baum). Ein bindrer Suchbaum heifit Rot-Schwarz-Baum,
wenn er folgende Eigenschaften erfiillt.

o Jeder Knoten ist rot oder schwarz.

o Die Wurzel ist schwarz.

Jedes Blatt (NIL) ist schwarz.

Wenn ein Knoten rot ist, sind seine beiden Kinder schwarz.

Fiir jeden Knoten enthalten alle Pfade, die an diesem Knoten starten und in einem
Blatt des Teilbaumes dieses Knotens enden, die gleiche Anzahl schwarzer Knoten.

Satz 4.13. Ein Rot-Schwarz-Baum mit n Knoten hat Héhe O(log(n)).

Beweis. Sei s die Anzahl an schwarzen Knoten auf jedem Wurzel-Blatt-Pfad. Wenn die
Hohe minimal ist, also s, erkennen wir direkt, dass die Hohe logarithmisch ist. Wir
betrachten also den Worst-Case fiir einen Rot-Schwarz-Baum: Wir konstruieren uns
einen Rot-Schwarz-Baum, dessen Hohe 2s ist und moglichst wenig Knoten besitzt (einen
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hoheren Baum konnen wir nicht besitzen, wenn wir s fixieren). Wir zeigen nun, dass
jeder Rot-Schwarz-Baum mit Hohe 2s mindestens 251! — 2 Knoten besitzt.

Betrachte einen Rot-Schwarz-Baum, der tiber die folgende rekursive Vorschrift kon-
struiert wird: Wir erstellen einen schwarzen Knoten als Wurzel und sein linkes Kind ist
rot. Die rechten Teilbdume von der Wurzel und dem roten Knoten werden vollstéandige
Rot-Schwarz-Béume, die keinen roten Knoten besitzen. Das sind 2~ — 1 viele Knoten
pro Teilbaum. Fiir den linken Teilbaum wiederholen wir die Prozedur mit s := s — 1.

Dieser Rot-Schwarz-Baum der Héhe s mindestens N (s) viele Knoten, wobei

S
N(S):2+2'(28_1—1)+N(8—1):ZQ~(2—|—27;_1_1):23+1_2‘
i=1

Stellen wir das nach s um erhalten wir s = log(/N(s)+2) — 1. Da die Héhe h des Baumes
maximal 2s sein kann, folgt h < 2s = 2(log(N(s) +2) — 1), also h € O(logn). O

Satz 4.14. FEin Rot-Schwarz-Baum bendtigt O(log(n)) Zeit fir dynamische Operationen
auf Datenmengen mit n Objekten - d. h. genauso lange wie ein AVL-Baum.

Um dieses Theorem zu beweisen, spalten wir das Theorem in zwei Teile auf; ndmlich
in das Einfiigen und Loschen in den Rot-Schwarz-Baum.

Lemma 4.15. FEin Rot-Schwarz-Baum bendtigt O(log(n)) Zeit fir das Einfigen eines
Elements.

Beweis. Sei x der Knoten, der eingefiigt werden soll. Dann bekommt x die Farbe rot
und wird wie bei bindren Suchbdumen tblich bzgl. dem Wert = an die richtige Stelle
gesetzt. Sei N der eingefiigte Knoten, P = parent[z]|, G = parent[parent[z]] und U das
zweite Kind von G. Es kénnen nun sechs Félle auftreten:

1) N ist die Wurzel.

2) P ist schwarz.

3) P ist rot und die Wurzel.

(1)
(2)
3)
(4) P ist rot, G und U sind schwarz und N und P haben nicht die gleiche Kindesrich-

tung.

(5) P ist rot, G und U sind schwarz und N und P haben nicht die gleiche Kindesrich-
tung.

(6) P ist rot, G ist schwarz und U ist rot.
Die Falle konnen nun folgendermaflen aufgelost werden:
(1) Da N die Wurzel ist, konnen wir N schwarz farben.

(2) Der Baum erfiillt immer noch alle Eigenschaften eines Rot-Schwarz-Baumes.
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(3) Da P die Wurzel ist, konnen wir P schwarz firben, sodass keine zwei roten Knoten
hintereinander folgen. Auflierdem erhoht sich die Anzahl der schwarzen Knoten auf
allen Pfaden um eins. Somit sind alle Eigenschaften eines Rot-Schwarz-Baumes
erfiillt.

(4) Wir tauschen die Position von P und N, d.h. N wird ein Kind von G und P
wird ein Kind von G. Dabei ist zu beachten, dass auch die Teilbdume von N
und P umgesetzt werden miissen. Ein Beispiel dieses Falles ist in Abbildung 4.27a
gegeben. Da, NV und P nun die gleiche Kindesrichtung besitzen, wihlen wir N := P
und fahren mit Punkt 5 fort.

(c) Fall 6

Abbildung 4.27: Verschiedene Fille, die beim Restrukturieren nach einer Einfligeoperation
auftreten. Weifle Knoten zihlen als rote, schwarze als schwarze Knoten. Die trivialen Félle (1)-(3)
sind nicht abgebildet. Symmetrische Félle, z.B. P als rechtes Kind von G, funktionieren analog.

(5) Wir setzen N und G als Kinder von P und setzen dabei auch wieder die Teilbdume
um (siehe Abbildung 4.27b). Damit gelten nun wieder alle Rot-Schwarz-Baum-
Figenschaften. Zusétzlich farben wir G rot und P schwarz.
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4.8 Rot-Schwarz-Baume

(6) Ist der Onkelknoten U auch rot, so kann einfach G rot und sowohl P als auch U
schwarz gefarbt werden (siche Abbildung 4.27c). Somit folgen in diesem Teilbaum
keine zwei roten Knoten aufeinander und die Zahl schwarzer Knoten bleibt auf
jedem Pfad gleich. Da G nun rot ist, miissen wir von dort aus nach oben auf
weitere Konflikte priifen. O

Lemma 4.16. FEin Rot-Schwarz-Baum bendtigt O(log(n)) Zeit fir das Loschen eines
Elements.

Beweis. Sei x das zu léschende Element. Wenn z zwei Kinder hat, suchen wir, wie bei
bindren Suchbdumen, den Nachfolger von = und setzen ihn an die Stelle von z. Effektiv
miissen wir also nur den Fall betrachten, wenn x nur ein oder kein Kind besitzt.

Betrachten wir zundchst den Fall, dass x ein Kind NV besitzt. Dann muss N rot sein,
da ansonsten die Anzahl schwarzer Knoten nicht auf jedem Wurzel-Blatt-Pfad gleich ist.
Wir setzen N an die Stelle von x und farben den Knoten schwarz.

Besitzt x kein Kind und ist rot, so kénnen wir diesen Knoten einfach 16schen.

Nun bleibt der Fall iiber, dass x keine Kinder hat und die Farbe schwarz hat. Wir
ersetzen = durch einen NIL-Zeiger IN. Dadurch haben alle Wurzel-Blatt-Pfade durch IV
einen schwarzen Knoten weniger. Sei nun P = parent[N], S das zweite Kind von P, C
das kleinere und D das groflere Kind von S. Es kénnen folgende Fille auftreten:

(1) N ist die Wurzel.
(2) N, P, S, C und D sind schwarz.
(3) N, P, C und D sind schwarz; S ist rot.
(4) N und S sind schwarz; C' ist rot.
(5) N und S sind schwarz; D ist rot.
Die Falle kénnen nun folgendermafien aufgelést werden:

(1) Da alle Pfade durch N fiihren, besitzen alle Wurzel-Blatt-Pfade gleich viele schwar-

ze Knoten.

(2) Da C und D schwarz sind, diirfen wir S rot farben (siehe Abbildung 4.28a). Da-
durch enthalten alle Pfade durch P einen schwarzen Knoten weniger. Wir fithren
die Restrukturierung mit P als neues N weiter fort.

(3) Wir rotieren iiber S und P, d.h. C' wird ein Kind von P und S wird Vater von P
(siehe Abbildung 4.28b). Wir fiihren die Restrukturierung weiterhin mit N fort.

(4) Wie in Fall (2), farben wir P und S um (siehe Abbildung 4.28¢c). Dadurch erhdht
sich die Anzahl an schwarzen Knoten auf Pfaden durch N um eins, sodass alle
Wurzel-Blatt-Pfade wieder gleich viele schwarze Knoten enthalten.
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(5) Wir rotieren iiber C' und S, d.h. C' wird ein Kind von P und S wird ein Kind
von C' (zusétzlich werden auch die Teilbdume von C' und S umgehéngt). Aufler-
dem werden C' und S umgefiarbt (siehe Abbildung 4.28d). Wir fithren dann die
Restrukturierung durch Fall 6 weiterhin mit N fort.

(6) Wir rotieren tiber P und S, d.h. P wir ein Kind von S und die dazugehérigen
Teilbdume werden entsprechend umgehéngt. S erhélt dabei die Farbe von P und
sowohl D als auch P werden schwarz gefarbt (siche Abbildung 4.28e). Dadurch
erhoht sich die Anzahl an schwarzen Knoten auf Pfaden durch N um eins, sodass
alle Wurzel-Blatt-Pfade wieder gleich viele schwarze Knoten enthalten. ]

(a) Fall 2

os @ i

AMAM

(b) Fall 3

o e
.ee /.o
[N/ [N/

(c) Fall 4

Abbildung 4.28: Verschiedene Félle, die beim Restrukturieren nach einer Loschoperation
auftreten. Weile Knoten zéhlen als rote, schwarze als schwarze Knoten. Symmetrische Fille,
z.B. N als ein rechtes Kind von P, funktionieren analog. Ist ein Knoten grau, spielt die Farbe
des Knotens keine Rolle fiir diesen Fall.
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(e) Fall 6

Abbildung 4.28: Fortsetzung von Abbildung 4.28

4.9 B-Baume

Fiir den Kontext betrachte man Speicherhierarchien mit unterschiedlich schnellen Zu-
griffszeiten.

Definition 4.13 (B-Baum). Fin B-Baum ist ein gerichteter Baum, der die folgenden
Eigenschaft hat.
e Jeder Knoten hat die folgenden Attribute:
— die Anzahl n[z] der in x gespeicherten Schlissel,
— die sortiert gespeicherten Schliissel,

— ein boolescher Wert, der anzeigt, ob x ein Blatt ist.

Jeder innere Knoten enthdlt (nlzx] 4+ 1) Zeiger auf seine Kinder.

Die Schliissel unterteilen die darunter stehenden Teilbdume nach Grifie.

Alle Blatter haben gleiche Tiefe.

Jeder Knoten hat Mindest- und Maximalanzahlen von Schlissel.

— Jeder Knoten, aufler der Wurzelknoten, hat mindestens (t —1) Schlissel. Also
hat jeder innere Knoten mindestens t Kinder.

— Jeder Knoten hat hochstens (2t — 1) Schlissel, also hochstens 2t Kinder.
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GMPX
ACDE JK N O RSTUV YZ

(a) Urspriinglicher Baum

GMPX
ABCDE JK N O RSTUV Y Z

(b) B eingefiigt

GMPTX
ABCDE JK N O QRS vv | Tyz
(c) Q eingefiigt
G M T X
ABCDE JKL N O QRS UV Yz

(d) L eingefiigt

Abbildung 4.29: Einige Einfiigeoperationen mit Aufteilen auf einem B-Baum mit ¢ = 3.

Satz 4.14. FEin B-Baum der Hohe h bendtigt zur dynamischen Datenverwaltung im
schlimmsten Falle O(h) Plattenoperationen und O(t - log,(n)) CPU-Zeit.

Beweis. Im Wesentlichen muss der B-Baum nur einmal durchlaufen werden, wodurch
h Knoten besucht werden. An jedem Knoten muss nun der richtige Zweig gesucht wer-
den, was O(1) Plattenoperationen und O(t) CPU-Zeit benétigt. Da jeder Knoten (aufler
der Wurzel) mindestens ¢ Kinder besitzen, folgt direkt die logarithmische Hohe, also
h € O(log,(n)). Es bleibt nun zu zeigen, dass wir den B-Baum durch Einfiige- und
Loschoperation balanciert halten kénnen.
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4.9 B-Baume

FEinfiigen: Beim Durchlaufen des B-Baumes, um ein Element & einzufiigen, priifen wir
an jedem Knoten x, ob x voll ist, d.h. 2¢ — 1 Schliissel enthélt. Ist das der Fall, teilen wir
den Knoten wie in Abbildung 4.29¢ und 4.29d gezeigt. Durch das Aufteilen erhalten wir
zwei Knoten (drei Knoten, falls die Wurzel geteilt wurde), die beide mindestens ¢ — 1
Schliissel besitzen.

Loschen: Analog zum Einfiigen wird bei jedem Knoten x, wéhrend des Durchlaufens
gepriift, ob der nichste Knoten x ausreichend Schliissel (mindestens ¢ viele) besitzt. Gibt
es nur t — 1, so folgt eine Verschiebung oder eine Verschmelzung statt.

Besitzt der vorangehende oder nachfolgende Geschwisterknoten von x mindestens ¢
Schliissel, findet eine Verschiebung statt. O.B.d.A. habe der nachfolgende Knoten x,
mindestens ¢ Schliissel, k4 sei der kleinste Schliissel und k, sei der Schliissel in x,, der
z und x4 trennt. Dann verschieben wir k, nach x und k4 an die alte Stelle von k,. Die
alte linke Verzweigung von k, wird nun die neue rechte Verzweigung von k.

Haben beide Geschwisterknoten nicht geniigend Knoten, so findet eine Verschmelzung
statt: Sei x4 ein Geschwisterknoten und k,, der Schliissel in x,,, der x4 und x trennt. Dann
erstellen wir einen Knoten mit den Schliisseln aus dem Knoten x4, aus dem Knoten x
und k,. Dadurch wird &, aus x, entfernt. Ist x,, der Wurzelknoten, so kann dieser nun
leer sein. In diesem Fall kénnen wir den B-Baum schrumpfen, indem wir den Pointer der
Wurzel auf das Kind der aktuellen Wurzel setzen (sieche Abbildung 4.30e und 4.30f).

Wenn nun ein Schliissel k£ entfernt werden soll, kann es einfach geloscht werden, falls es
sich in einem Blatt befindet. Liegt k£ allerdings in einem inneren Knoten, so ersetzen wir
k mit dem Vorgéanger oder Nachfolger, wie bereits bei bindren Suchbdumen bekannt. Da
der Vorgéanger bzw. Nachfolger in einem Blatt liegt, kann das Ersetzen einfach erfolgen.

O

P
CGM

\AB[ ‘DEF‘ ‘JKL‘ }NO\ ‘QRS‘ ‘UV‘ ‘YZ‘

(a) Urspriinglicher Baum

i
CGM

\AB[ ‘DE‘ ‘JKL‘ \No\ \QRS\ \UV\ \Yz\

(b) F geloscht

Abbildung 4.30: Einige Loschoperationen auf einem B-Baum mit ¢ = 3.
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CGL

(c) M geloscht

CL

DEJK

(d) G geloscht

CLPTX

EJK

(e) D geloscht

(f) Baum schrumpft

/

AC JK

ELPTX

(g) B geloscht

Abbildung 4.30: Einige Loschoperationen auf einem B-Baum mit ¢t = 3 (Forts.).
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4.10 Heaps

Definition 4.14 (Heap). Ein gerichteter bindrer Baum heifit bindrer Max-Heap, wenn
er folgende FEigenschaften besitzt.

o Jeder Knoten hat einen Schlissel.

e [st h die maximale Distanz von der Wurzel, dann haben alle Ebenen i < h genau
2! Knoten.

o Auf Ebene h sind die linken (n — 2" + 1) Positionen besetzt.
e Der Schliissel jedes Knotens ist mindestens so grof$ wie die seiner Kinder.

In einem Min-Heap sind die Schliissel hichstens so grofie wie die von Kinderknoten.

Abbildung 4.31: Ein Beispiel fiir einen Max-Heap.

Max-Heaps werden in der Regel als Array gespeichert. Uber das Array kann nun die
Baumstruktur hergeleitet werden: Ein Knoten an Position ¢ im Array besitzt als Kinder
die Positionen 2¢ und 2¢ + 1. Da nicht jedes Array ein Max-Heap ist, benétigen wir ei-
ne Methode, wie wir das Array umstrukturieren kénnen, damit es ein Max-Heap wird.
Betrachten wir dazu den Algorithmus BUILD-MAX-HEAP (siehe Algorithmus 4.16). Be-
ginnend bei der Hélfte des Arrays, rufen wir auf das i-te Element einmal MAX-HEAPIFY
auf, dass das Element in der Heap-Struktur rekursiv nach ,,unten“tauscht, falls eines sei-
ner aktuellen Kinder gréfler sein sollte. Dass diese Methode tatsdchlich einen Max-Heap
konstruiert lassen wir an dieser Stelle aus.

Da man zum Bauen eines Heaps O(log(n)) Operationen pro Ebene benétigt, ist klar,
dass ein Max-Heap in O(nlog(n)) gebaut werden kann. Da aber mehr Knoten auf nied-
rigeren Ebenen sind, was weniger Arbeit erfordert, kann man diese Abschétzung noch
verbessern.

Satz 4.14. Ein Max-Heap mit n Knoten kann in O(n) gebaut werden.
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1: function MAX-HEAPIFY(A, i)

2 l + left(i)

3 7 <— right(7)

4 if [ < heap-size[A] und A[l] > A[i] then
5: maximum < [

6 else

7 maximum < ¢

8 if r < heap-size[A] und A[r| > A[maximum| then
9 maximum < 7

10: if maximum # ¢ then

11: vertausche A[i] <> A[maximum]

12: MAX-HEAPIFY (A, maximum)

Algorithmus 4.15: Algorithmus Max-Heapify, der fiir einen Baum A ab Knoten ¢ (Richtung
Wurzel) die Max-Heap-Eigenschaft herstellt.

1: function BUILD-MAX-HEAP(A)

2: heap-size[A] < linge[A]
3: for i + |lange[A]/2] downto 1 do
4: MAX-HEAPIFY (A, 1)

Algorithmus 4.16: Algorithmus, der aus einem Baum A einen Max-Heap macht.

Beweis. Sei h die letzte Hohenebene, die 2"~ Knoten besitzt und mindestens einen
Knoten enthélt, bei dem wir MAX-HEAPIFY anwenden. Man sieht, dass fiir einen Knoten
auf Ebene ¢ maximal h — i Tauschoperationen durchgefiihrt werden miissen, bis wir den
néchsten Knoten betrachten. Fiir BUILD-MAX-HEAP erhalten wir also folgende Laufzeit:

h - h 2h—l
o2t (h—i) < o= (h=1)
=1 =1

Da 2"~1 < n gilt, folgt:
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Abbildung 4.32: Veranschaulichung der Operation Heapify.
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Al4]1]3]2]16]9]10[14]8]7] A[4]1]3]2]16/9]1014/8]7|
(b)

Al4[1[3]2[16[9[10[14]8] 7] A[4T1]3216[910[14[8]7]
(d)

A[4]1[3]2[16[9 [10[14]8]7] A[4]1[3]2[16[910[14]8]7]
(e) (f)

Abbildung 4.33: Funktionsweise des Algorithmus Build-Max-Heap, der aus einem Baum
einen Max-Heap macht.
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4.11 Andere Strukturen

4.11.1 Fibonacci-Heaps

Die Fibonacci-Heaps sind eine Heap-Struktur mit sehr schneller amortisierter Zugriffs-
zeit (s. Tabelle 4.3) und werden als Prioritatenwarteschlange benutzt, d.h. jeder Knoten
besitzt eine Prioritdt (auch Schliissel), sodass Knoten mit hoher (bzw. niedriger) Prio-
ritdt schnell entnommen werden kénnen. Genauer besteht ein Fibonacci-Heap aus einer
Liste von Badumen mit den Eigenschaften von Min-Heaps. Jeder Knoten im Heap besteht
aus einem Schliissel und einem weiteren Bit, welches markiert, ob fiir diesen Knoten be-
reits ein Kind entfernt wurde. Zuséatzlich werden, wie fiir die Liste von Biumen, fir
die Kinder jedes Knotens eine Doppelt-Verkettete-Liste verwendet. Der Zeiger fiir den
Startknoten des Fibonacci-Heaps zeigt immer auf die kleinste Wurzel aller Bdume.

Minimum S S

Abbildung 4.34: Ein Beispiel fiir einen Fibonacci-Heap.

Um ein Element z einzufiigen, starten wir einen neuen Baum mit x als Wurzel und
fligen diesen in den Fibonacci-Heap ein. Dabei muss der Zeiger auf das kleinste Element
gef. aktualisiert werden. Trivialerweise kostet diese Operation nur O(1) Zeit.

Um ein Element x in der Prioritdt hochzustufen, wird die DECREASEKEY Operation
durchgefiihrt. Hierbei wird der gesamte Knoten mitsamt anhéngender Teilbdume aus
dem aktuellen Baum entfernt und als neuer Baum mit aktualisiertem Schliissel in den
Fibonacci-Heap eingetragen. War x bereits das zweite Kind vom alten Vaterknoten, das
entfernt wurde, so wird auch diese samt Teilbdume als neuer Baum hinzugefiigt (dieser
Test wird rekursiv auch auf seinen Vater angewendet). Werden Kinder von einer Wurzel
entfernt, brauchen wir nichts weiter durchfiithren.

Mochten wir nun das Minimum aus dem Fibonacci-Heap entfernen, fiigen wir jedes
Kind des Minimums als neuen Baum in den Fibonacci-Heap ein und l6schen das Mini-
mum. Bevor wir das neue Minimum suchen, fiihren wir einen cleanup durch: Sei A ein
Array mit 1+ 2logn Feldern A[0],..., A[2logn|. Fiir jeden Baum B im Fibonacci-Heap
speichern mit B in Feld A[d], wobei d der Grad der Wurzel von B ist. Gibt es bereits
einen Baum B’ in diesem Feld, verkniipfen wir diese beiden Baume, indem der Baum
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mit der groBeren Wurzel an den Baum mit der kleineren Wurzel gehéngt wird. Der neue
Baum wird dann in A[d 4 1] gespeichert und wiederholt auf einen Konflikt gepriift. Den
Beweis, dass mit dieser Konfliktbehebung am Ende kein Baum ausgelassen wurde, lassen
wir an diese Stelle aus. Man kann auflerdem zeigen, dass diese Operationen amortisiert
konstante Zeit bendtigen.

Soll ein Element = geloscht werden, verringert man den Wert von x mittels DECREA-
SEKEY auf einen Wert kleiner als das Minimum und entfernt dieses dann.

Common Operations | insert | findMin | deleteMin delete merge
Unsorted O(1) O(n) O(n) 0O(1) 0O(1)
Linked List

Sorted Linked List O(n) 0(1) o(1) o(1) O(m +n)
AVL-tree O(logn) | O(logn) O(logn) O(logn) O(m +n)
Max-Heap O(logn) O(1) O(logn) O(logn) O(m+n)
Fibonacci-Heap O(1) O(1) O(logn) (*) | O(logn) (*) | O(1) (*)

Tabelle 4.3: Die Laufzeiten von unterschiedlichen Operationen auf Fibonacci-Heaps frei nach
Wikipedia [5]. (*): Amortisierte Laufzeit

4.11.2 Cache-Oblivious B-Trees

Fiir einen Cache-Oblivious Algrithmus ist die Cachegrofie des Systems unbekannt. Dies
hat den Vorteil, dass diese Algorithmen auf verschiedenen Systemen die gleiche Leis-
tung beziiglich Eingabemenge und Cachegriéfle erbringen. Bender, Demaine und Farach-
Colton [1] haben den Cache-Oblivious B-Tree entwickelt, eine auf B-Bdumen basierte
Datenstruktur, die zum Suchen eines Elements ©(logz N) und fir Einfiigen und Lo-
schen amortisiert ©(logz N) Speicheriibertragungen benotigt. Dabei ist B die Grofle
eines Blocks, welcher zwischen den Speicherhierarchien tibertragen wird. Mehr zu Cache-
Oblivious B-Trees findet man zum Beispiel in [1].
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In diesem Kapitel betrachten wir verschiedene Sortierverfahren zum Sortieren von n Zah-
len (bzw. vergleichbaren Objekten) und analysieren ihre Laufzeit. Dazu werden Techni-
ken benétigt, um rekursive Gleichungen aufzulésen oder abzuschitzen. Weiter stellt sich
die Frage, welche Laufzeitschranken existieren; gibt es Algorithmen die optimal beziiglich
der asymptotischen Laufzeit sind?

5.1 Mergesort

Wias ist ein Sortierproblem?
Gegeben: n Objekte unterschiedlicher Groéfie
Gesucht: Eine Sortierung nach Groéfie

Betrachte beispielsweise die folgende Zahlenreihe, die aufsteigend sortiert werden soll:
23,17,13,19, 33,28, 15

Mittels eines naiven Ansatzes - namlich immer das kleinste Element suchen und an die
erste Stelle setzen - liefert einen Algorithmus mit Laufzeit O(n?). Die sortierte Reihe ist:

13,15,17,19, 23,28, 33

Nun stellt sich die Frage: geht das schneller? Ein Prinzip, welches sich hier anbieten,
ist ,,Divide and Conquer®, (dt. , Teile und herrsche®, lat. divide et impera). Wir wollen
also nicht das ganze Problem betrachten, sondern teilen dieses auf in kleine Teilprobleme
und l6sen diese. Sind die Teilprobleme gelost, konnen sie benutzt werden, um die Losung
flir das Gesamtproblem zu berechnen. Man spricht auch von divide, conquer, combine
(dt. teile, herrsche, fiige zusammen).

Ein Algorithmus, der dieses Prinzip nutzt, ist Mergesort. Dabei wird ein Teilarray re-
kursiv in der Mitte geteilt, bis ein Array entsteht, welches ein einziges Element enthélt.

8 4 9 6 3 11 7 12

8 4 9 6 | 3 11 7 12 ) Divide

8 4 1 9 6 | 3 1 1 7 12

s | 4 | 9 |1 6 | 3 | 11 | 7 | 12 — Conquer
4 8 | 6 9 | 3 i1 17 12

4 6 8 9 | 3 7 11 12 + Combine
3 4 6 7 8 9 11 12

Abbildung 5.1: Beispiel fiir den parallelen Ablauf von Mergesort
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1: function MERGESORT(A, p, r)
2 if p <r then

3: g« 2]

4: MERGESORT(A, p, q)

5 MERGESORT(A, g + 1, r)
6 MERGE(A, p, q, 1)

Algorithmus 5.1: Algorithmus Mergesort, der ein Array A zwischen Index p und r (also das
Subarray A[p, ..., r])sortiert.

Danach werden die Teilarrays nach und nach zusammengefiigt (Merge-Schritt), bis das
gesamte Array sortiert ist. Die Details sind in Algorithmus 5.1 und 5.2 gegeben. Ein Bei-
spiel mit einer parallelen Ausfiihrung der Divide- und Mergeschritte ist in Abbildung 5.1
gegeben. Eine genaue Durchfiilhrung eines Mergeschrittes ist in Abbildung 5.2

5.1.1 Laufzeit von Mergesort

Wie viele Schritte bendtigt Mergesort fiir ein Array der Lange n?

Satz 5.3 (Komplexitédt von Mergesort). Fir ein n-elementiges Array A hat Mergesort
eine Laufzeit von O(nlog(n)).

Beweis. Zunéchst runden wir n auf die nichste Zweierpotenz (dabei dndert sich n ma-
ximal um einen Faktor 2). Wir erhalten also jeweils zwei Subarrays der Gréfle 5.

Jetzt betrachten wir T'(n), die Laufzeit von Mergesort fiir einen n-elementigen Array
A. Dann haben wir:

Divide: O(1)
Conquer: 2-T'()
Combine: O(n)

Damit ergibt sich folgende Rekursionsgleichung:

) = {0(1), n=1
o) +2-T(B)+0(n) =2-T(2)+0(n) fir n>2

Das ist eine ,Rekursionsgleichung®. (Mehr dazu spéter.) Fiir geeignete Konstanten ¢, d
kénnen wir auch schreiben:

T(n):2-T(g)—|—c-n, n>2celR

Nun miissen wir zeigen, dass T'(n) < g - n logn. Das zeigen wir per Induktion.
Induktionsanfang:

n=2:7T12)=2-T(1)+c-2=2-d+2-c=2(d+¢)
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5.1 Mergesort

1: function MERGE(A, p, ¢, 1)

2 ny<—qg—p+1

3 Ng <17 —4¢q

4: erzeuge die Felder L[1,...,n; + 1] und R[1,...,ng + 1]
5: for i < 1 to nq do

6 L[i] + Alp+i— 1]

7 for j <+ 1 to ny do

8

9

R[j] < Alg +j]
10: R[TLQ + 1] <— 00
11: 1+ 1
12: 7«1
13: for k < p tor do
14 if L[i] < R[j] then
15: Alk] < L[i]
16: 1 1+1
17: else
18: A[k] < R[j]
19: j<J+1

Algorithmus 5.2: Algorithmus Merge, der zwei sortierte Subarrays Alp, ..., q) und A[g+1, ..., 7]
zu einem sortierten Subarray A[p, ..., r] verschmilzt.

!
Auflerdem ist g - nlogn =2-g9 > 2 (c+ d). Wenn wir g > (d + ¢) wéhlen (was g > ¢
impliziert), dann ist das erfiillt.

Induktionsannahme:

. . _ k—1
Die Behauptung gelte fir 5 = 2%, d.h.

n

T(n)<g 5

n
log —
g 5

Induktionsschritt: k — 1 — k, d.h. von § — n:

5 log 5 c-n

=g-n-logn—g-n+c-n
—_———
<0, da g>c¢

< g-nlog

Also ist T'(n) € O(nlogn), wie behauptet. O
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10 11 12 13 14 15 16
1. \2\4\5\7\1\2\3\6\

rl2 \4\5\7\00\1%\1\2\3\6\00\

10 11 12 13 14 15 16 17
2. \1\4\5\7\1\2\3\6\

1\2\3\6\00\

L\2\4 5

10 11 12 13 14 15 16 17
[2]3 6]

9
3. \1

1.2 3 4 5
L\2\4\5\7\°°\R\1\2\3\6\00\

10 11 12 13 14 15 16 17
4 \1\2\2\7\1\2\3\6\

L2 \4\5\7\00\3\ \2\3\6\00\

ot

11 12 13 14 15 16 17

\1\2\2\3\1\2\3\6\

L2 \4\5\7\00\3\ \2\3\6\00\

11 12 13 14 15 16

\1\2\2\3\4\2\3\6\

L2 \4\5\7\00\1%\ \2\3\6\00\

10 11 12 13 14 15 16 17

\1\2\2\3 36 ]

1\2\3\6\?0\

10 11 12 13 14 15 16

\1\2\2\3 \6\

L\?M\ﬁ\?\w\R\l\?\S\ﬁ\m\

10 11 12 13 14 15 16 7

\1\2\2\3\4\5\6\7\

2o Moo\R\ \2\3\6\00\

Abbildung 5.2: Beispiel fiir ein Mergeschritt. Das Teilarray von A wird in Arrays L und R
aufgeteilt. In Schritten 2 bis 9 wird das Teilarray von A mit den sortierten Werten iiberschrieben.

/\ ********** -

/ \

/\ /\ /\ /\’”

Abbildung 5.3: Veranschaulichung der Laufzeiten aller Subroutinen von Mergesort. Pro Ebene
wird insgesamt eine Laufzeit von cn bendtigt; bei einer logarithmischen Tiefe ergibt das insgesamt

O(nlogn) Schritte.
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5.2 Schranken fur das Sortieren

Schranken fiir Probleme teilen sich oft in zwei Teile auf: obere und untere Schranken. Die
Schranken, beispielsweise fiir die Laufzeit oder auch fiir den Speicherdedarf, werden wie
iblich durch asymptotische Abschétzungen in der O-Notation angegeben. Obere Schran-
ken erlangt man durch Angabe eines Algorithmus, der das gegebene Problem korrekt
16st. Eine obere Schranke fiir das Sortierproblem erhalten wir somit durch Mergesort:
O(nlogn). Ein weiteres Beispiel ist die Berechnung von Zusammenhangskomponenten.
Eine obere Schranke fiir die Laufzeit ist O(n), da wir mit Breiten- und Tiefensuche einen
Algorithmus fiir das Problem besitzen.

Untere Schranken fiir ein Problem zu finden, kann eine Herausforderung sein, da die-
se Schranke fiir jeden Algorithmus gelten muss. Formal lasst sich das folgendermafien
darstellen:

max | (T4(E)))

min
Algorithmus A \ Eingabe E

dabei ist T4(E) die Zeit, die Algorithmus A fiir die Eingabe E benétigt. Der nachfol-
genden Tabelle konnen untere und obere Schranken fiir bisher kennengelernte Probleme
entnommen werden.

minimale  Laufzeit | maximale Laufzeit
best case worst case

DFS Q(n) O(n)

BFS Q(n) O(n)

Insert bin. Suchbaum | €(1) O(n)

Insert AVL-Baum Q(logn) O(logn)

bin. Suche Q1 O(logn)

5.2.1 Untere Schranke fiir das Problem Sortieren

Definition 5.4 (Permutation). Eine Permutation 7 ist eine Umsortierung von n Objek-
ten, d. h. eine bijektive Abbildung = : {1,...,n} — {1,....n} mit i — 7(i). Man schreibt

m auch in folgender Weise
1 .oom
(71(1) . 77(n)> ’ (5-1)

d. h. als Wertetabelle.
Beobachtung 5.5. Es gibt genau n! Permutationen von n Objekten.

Wie lange bendtigt man zum Sortieren mithilfe von nicht mehr als paarweisem Ver-
gleichen?

Satz 5.6. Fir n Objekte x1, ..., z, bendtigt man zum Sortieren mindestens Q(nlog(n)),
wenn man die Objekte nur paarweise vergleichen kann.

Bewess.
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5 Sortieren
(1) Zunéchst hat man n!l =n-(n—1)-...-2-1 viele mogliche Permutationen.

(2) Jeder Vergleich teilt die Menge der verbleibenden méglichen Permutationen in zwei
Teilmengen.

(3) Im schlechtesten Falle bleibt jeweils die groBere Teilmenge tibrig.

(4) Man kann also bestenfalls eine Halbierung der verbleibenden Menge von Permu-
tationen erzwingen.

(5) Bis man eine eindeutige Permutation sicher identifiziert hat, braucht man also
mindestens log,(n!) Vergleiche.

logy(n!) =) logy(i)
i=1

> Z log, (i)
=5

n n
> §log2 9

= 2 (logyn —1)
€ Q(nlog(n)) O

5.2.2 Weitere Sortieralgorithmen

Neben Mergesort gibt es noch zahlreiche andere Sortierverfahren. Wir wollen an dieser
Stelle zwei weitere vorstellen.

Die Idee von Bubblesort ist, dass eine Zahl wie eine Blase aufsteigen will, sie allerdings
von groflen Blasen zuriickgedringt wird. Wir betrachten also zwei benachbarte Felder
und tauschen sie, falls die linke Zahl grofer als die rechte ist. Ein detailierter Algorithmus
ist in Pseudocode 5.1 gegeben. Man kann zeigen, dass Bubblesort ein korrektes und
stabiles Sortierverfahren mit Laufzeit O(n?) ist. Der Beweis wird zu Ubungszwecken
ausgelassen.

Definition 5.7. FEin Sortierverfahren heifit stabil, wenn gleiche Werte nach dem Algo-
rithmusdurchlauf in der gleichen Reihenfolge sind wie vorher.

Betrachten wir folgendes Beispiel:
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HHHHHHHHHHHHHHHH

A I S R e R R B 1 I

S i B ] E I 1) [ s
B BRI C 2 3 G SRR
\m\m\oo\m\m\oo\ooﬂﬂmmmmcnmm

[l es]ee w0 e o eofeofoo]oofrofbe b0 o

Danach gibt es keine Tauschoperationen mehr.

Eingabe: Array A[l]... A[2]
Ausgabe: Sortiertes Array

1: fort=0ton—1do

2: forj=1ton—:7—1do

3: if A[j] > A[j + 1] then

4: Vertausche A[j] und A[j + 1]1

Pseudocode 5.1: Ein formaler Bubblesort-Algorithmus

Ein weiterer Sortieralgorithmus ist Selectionsort. Die Idee ist bei einer Sequenz von
Zahlen in einem Array A das Minimum zu suchen und an die linkeste Stelle zu tauschen.
Das wiederholt man auf dem Bereich ohne dem Minimum bis das Array sortiert ist. Ein
Beispiel:

(7] [1] 8 2 3 5
A 7] 8 [2] 3 5
iAoz [8] 7 [B] 5
iz [7] 8 [5]
r o2 3 5 [8] [7]
Aoz s B 1 [8]
A2 B B T B
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5.3 Behandeln von Rekursionen

Welche Moglichkeiten gibt es, Rekursionen zu l6sen?

5.3.1 Substitutionsmethode

Wie bereits gesehen, kénnen wir eine Losung raten und die Korrektheit per Vollstandiger
Induktion beweisen. Das haben wir im Beweis von Satz 5.3 angewendet. Eine Schwie-
rigkeit bei diesem Ansatz ist es gute Losungen zu finden. Da man in der Regel an einer
moglichst genauen Lésung interessiert ist, kann das schwer bis unmdglich sein. Oft kann
man aber Abschéatzungen gewinnen, z.B.

5.3.2 Erzeugende Funktionen

Man kann Rekursionen auch oft 16sen, indem man sie in einen abstrakt-formalen Kontext
einbettet und die dafir bekannten Rechenregeln anwendet. Dafiir betrachten wir

Definition 5.8. (Erzeugende Funktion)
Sei (an)nen eine Zahlenfolge mit a,, € R. Dann heifit

fla) =) an-a"
n=0

die (gewdhnliche) erzeugende Funktion von (an)neN

Beispiel:
ap = 2a,-1,n=20,1,2,...
apg = 1

a1 =2,a3=4,a3=8, ...
f(x) = 12° + 221 + 42% + 823 + . ..

Wir suchen eine ,, geschlossene Form* fiir a,, also einen expliziten Ausdruck, um a,
direkt aus n (ohne Rekursion) ausrechnen zu kénnen.

Wir kénnen aufgrund der Rekursion f(x) umformen:

o
fz) = Z anx"
n=0
[o.¢] [o.¢]
= agz’ + Z anx”™ = ag + Z 2-ap_12"
n=1

n=1

[o.¢]
:a0+2x-Zanx”:ao+2$-f(:c)

n=0
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5.3 Behandeln von Rekursionen

Auflésen nach f(x):

f(z) =14 2zcdot f(x)

1
<:> . 1 - 2 — 1 d,h, =
Das kann man auch als Reihe schreiben, indem man
i e
n=0 1- p
nutzt:
oo 1 oo o0
Z apz” = f(x) = on 2 (2z)" = Z 2"
n=0 n=0 n=0

Damit Gleichheit gilt, miissen die Koeflizienten gleich sein

a0:20
a1:21
an, = 2"

Das ist eine geschlossene Form! Das geht natiirlich auch fiir kompliziertere Falle, die
schwerer zu l6sen sind. Oft setzt man dafiir auch ein breiteres Arsenal an Umformungen
ein, Tabellen von Funktionsentwicklungen, etc.

Betrachte nun ein weiteres Beispiel fiir Rekursionsgleichungen: die Fibonacci-Zahlen.

Fo=1 (5.2)
Fi=1
F,=F, 1+ F, o fir n > 2 (54)
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Dafiir wird eine geschlossene Form gesucht! Gewdhnliche erzeugende Funktion:

F(z)=Y_ F,a" (5.5)
n=0
= Foa® + izt + ) Fpa” (5.6)
n=2
=0+z+ Y (Foo1+ Fog)a” (5.7)
n=2

=x+ Z F,_1z™ + Z F,_ox™ (5.8)

n=2 n=2
=z4a2) Fa"+2?) F,a" (5.9)

n=1 n=0
=z + (z +2°) Z Fpz" (5.10)
n=0
=z + (z+2%) - F(z) (5.11)
x

Flz)= —— 12
& Fa) = —— (5.12)

Das kann man weiter zerlegen (Partialbruchzerlegung):

x A B A(l —bx) — B(1 — ax)
l—-z—22 1-az 1-bx (1 —az)(1—bx) (5.13)
Daraus rechnet man fiir den Nenner:
(1-az)(l—bx) =1—x — 2> (5.14)
1—(a+b)z+aba®=1— 12— 2 (5.15)
Also gilt
a+b=1 und (5.16)
ab = —1. (5.17)
Somit folgt
b=1-a und (5.18)
a(l —a)=-1 (5.19)
und somit erhalt man
a:1+\/5’b:1_\/5. (5.20)
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5.3 Behandeln von Rekursionen

AuBlerdem gilt
A— B+ (—Ab+ Ba)x = x, (5.21)
d. h. fiir den Zahler

A=Bund A = = B. (5.22)

Sl

Damit hat man

1 1 1+¢5b_1—¢5

F(x) = — mit a = 5.23
@)= T80 —ar) V50— ba) 2 2 52
Wieder mit geometrischen Reihen ist
! i ™ d ! i " (5.24)
= a"x un = x .
l—azx ‘= l-br = ’
also
By = ——(a" — ) (5.25)
Mit den gebréduchlichen Abkiirzungen
1
a= +2\/5 = (,Goldener Schnitt“) (5.26)
1—
und b = 2\/5 =7 (5.27)
ergibt sich also
Fo= ("~ ") (5.28)

bzw. ganz explizit

1 1+v5\" [(1-v5\"
() e

Erstaunlicherweise liefert das immer eine ganze Zahl. Auflerdem sieht man, dass die n-te
Fibonacci-Zahl der n-ten Potenz des Goldenen Schnittes entspricht - mit dem Korrek-
turterm " und um % normiert. Da @] < 1, ist ‘%‘ < 3, d.h. F, ist die ganze Zahl, die
am néchstens an %gp” ist. Das erklart auch, warum das Verhéltnis aufeinanderfolgender
Fibonacci-Zahlen gegen ¢ konvergiert.
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5.3.3 Mastertheorem

Man betrachte allgemein:

m
T(n) = Zl T(cv-n) + O(n*)
1=
T T
Aufteilung in Teilprobleme Kosten der Aufteilung + Zusammenfiigen

Dafiir ist eine allgemeine Formel gesucht!

Satz 5.9 (Mastertheorem). Sei T': N — R mit
T(n)=> T(c;-n)+O(n"), (5.30)
i=1

wobet a; E R mit 0 < oy <1, m € N und k € R. Dann gilt

O(n*) fiir S aF <1
T(n) € S O(nFlog(n) fir X" ok =1 (5.31)
O(n®) mit 7 af =1 fir Y af > 1
Beweis. Nicht hier (s. z. B. Kapitel 4.4 in [2])! O

Beispiel 5.10.

(1) Uln) = 8U (2) +n?
(Ausprobieren mit U(1) = 1:

U(3) = 8+9 = 17 (5.32)
U(9) = 8-17+81 = 217 (5.33)
U@2r) = 8-217+ 27 = 2465 (5.34)
U(81) = 8-2465+81%2 = 26281 (5.35)
U(243) = 8-26281+243> = 269297 (5.36)
) (5.37)
Im Mastertheorem:
Es sind a1 = ... = ag = %, m =8 und k = 2. Dann gilt
1 2
> <3) <1, (5.38)

=1

also erster Fall: U(n) € ©(n?)!
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(2)

(3)

V(n) =9V (%) +n?
(Ausprobieren mit V(1) = 1:

5.3 Behandeln von Rekursionen

vl = 1 = 13 = 1-12 (5.39)
V(3) 9-1+4 32 = 2.3 2.3 (5.40)
V() = 9-(2-3)+9° = 3.3° = 3.9? (5.41)
V(27) 9-(3-9%) 427> = 4.3° 427> (5.42)
V(8l) = 9-(4-27%)+81° = 5.3 = 5.81° (5.43)
) (5.44)
Im Mastertheorem:
Es sind a1 = ... = ag = %, m =9 und k = 2. Dann gilt
9 1 2
; (3) =1, (5.45)
also zweiter Fall: V(n) € ©(n?log(n))!
W(n) = 10W (%) + n?
(Ausprobieren mit V(1) = 1:
W(1) = 1 (5.46)
W(3) 10-1+ 32 = 19 (5.47)
W(9) 10-19 4 92 = 271 (5.48)
W(27) 10 - 271 4 272 = 3439 (5.49)
W(81) 10 - 3439 + 812 = 40951 (5.50)
W(243) = 10-40951 4 243% = 468559 (5.51)
) (5.52)
Im Mastertheorem:
Es sind g = ... = a9 = %, m =10 und k = 2. Dann gilt
10 1\ 2
; (3) > 1, (5.53)
also dritter Fall: gesucht wird ¢ mit .12, af =1, d. h.
10 - (;)c =1 (5.54)
1\¢ 1
o (3) - = (5.55)
SR = logs(10) ~ 2,096. (5.56)

Das liefert W (n) € ©(n?996)!
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5.4 Nichtlineare Rekursion

Die Welt ist nicht linear! Nichtlinearitit birgt viele Uberraschungen.

5.4.1 Logistische Rekursion

Betrachte eine Funktion, die proportional zu einer Grofie wéachst:

Ty = (1+q)zy
Dies liefert
Tp = (1 + Q)nl‘m

also ein exponentielles Wachstum. Betrachtet man das Bevolkerungswachstum, merkt
man, dass dies nicht beliebig lange weiter geht. Hier gibt es unter anderem:

Zuwachs durch Fruchbarkeit

Tn+1 = qfTn

Schwund durch Verhungerung (u.A.)
Tn+l1 = QU(G - xn)

Das ergibt zusammen
Tp4+1 = Qva(G - l‘n),

bzw. normiert ergibt dies
Tpy1 = rep(l — )

Bildlich liefert das Abbildung 5.4. Weitere Informationen und Bilder gibt es unter [3] zu
finden.

Abbildung 5.4: Logistische Parabel (siehe auch Kapitel 2 in [3])
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Abbildung 5.5: Mandelbrot Menge

5.4.2 Mandelbrotmenge

Wie sieht es aus mit quadratischen Rekursionen:
Zn+1 :zg—kc, zo=10
Fiir welche Werte ¢ bleibt das beschrankt?
c=-2:0,-2,2,2,...

c=1/4:0,0.25,0.3125,0.3476, 0.3708, . ..

Das kann man auf logistische Iteration abbilden.

Aber: Fiir welche kompleren Werte ¢ bleibt das beschriankt? Betrachte dafiir Abbil-
dungen 5.5 und 5.6 [7]. Es kann auflerdem ein Zusammenhang zwischen einer Mandel-
brotmenge und einer logistischen Iteration beobachtet werden (siche Abbildung 5.7).

5.4.3 Fraktale

Betrachten wir zundchst die Koch-Kurve (siehe Abbildung 5.8), benannt nach Niels
Fabian Helge Hartmut von Koch (1870 - 1924). Sie wird unter anderem auch Schnee-
flockenkurve genannt. Pro Iteration wichst die Lange um einen Faktor von 4/3. Die
Flache wird niemals den Kreis um das Dreieck {iberschreiten. Die Hausdorff-Dimension
der Randes betragt log(4)/log(3) = 1.2618595. .., wobei die Hausdorff-Dimension mit
folgender Frage beschrieben werden kann: Wie wdchst das Gesamtmafl in Abhdngigkeit
von der Grifie?

Betrachten wir das Sierpinski-Dreieck (siehe Abbildung 5.9), kénnen wir folgendes
festhalten: Die Fliche schrumpft pro Iteration um den Faktor 3/4 und die Hausdorff-
Dimension der Fliache betrigt log(3)/log(2) = 1.5849625.
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) Im[c]

ol

Abbildung 5.6: Besser aufgeloste Mandelbrot Menge

Abbildung 5.7: Abbildung des Realteils auf die logistische Iteration
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Abbildung 5.8: Die ersten vier Iterationen der Koch-Kurve
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Abbildung 5.9: Sierpinski Dreieck
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Abbildung 5.10: Anwendung von Rule 30

Fraktale konnen auch in der Natur beobachtet werden:
e Romanesco

Eiskristalle

e Adhasionsmuster

Muster elektrischer Ladung

e Farn

5.4.4 Zellulare Automaten

In einem zelluldren Automaten definiert sich der Zustand einer Zelle z zum Zeitpunkt
t+ 1 iiber die Zustdnde von z und von einer festen vorgegeben Nachbarschaft von z zum
Zeitpunkt t.

Betrachten wir Rule 30. Die Zustdnde des eindimensionalen Automaten lassen sich
iiber folgende Tabelle definieren.

seinen beiden Nachbarn

Aktueller Zustand von z und | 111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000
Neuer Zustand von z ‘0‘0‘0‘1‘1‘1‘1‘0

Da 00011110 binér die Zahl 30 im Dezimalsystem ist, erhélt Rule 30 seinen Namen.
Wendet man Rule 30 an, erhélt man die in Abbildung 5.10 gezeigte Figur.
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Abbildung 5.11: Anwendung vom Game of Life auf verschiedene Ausgangssituationen

In einem zweidimensionalen Automaten (oder auch Game of Life) besitzt jede Zelle
8 Nachbarn und ist entweder lebend oder tot. Es kénnen folgende Zustandsiiberginge
definiert werden:

1) Eine lebende Zelle mit weniger als zwei lebenden Nachbarn stirbt

Eine lebende Zelle mit zwei oder drei Nachbarn lebt weiter

(1)
(2) Eine lebende Zelle mit mehr als drei Nachbarn stirbt
(3)
(4)

4) Eine tote Zelle mit genau drei lebenden Nachbarn wird lebend

Eine Anwendung dieser Regeln kann in Abbildung 5.11 gesehen werden.

5.5 Quicksort

In diesem Abschnitt betrachten wir Quicksort. Wie Mergesort ist auch bei Quicksort
Divide and Conquer ein Hauptbestandteil. Wir wollen also das Array in zwei Teilarrays
aufteilen und dort rekursiv weiter sortieren. Die Besonderheit bei Quicksort ist, dass wir
keinen Merge-Schritt bendtigen, sondern das Array anhand einens Pivot-Elements so
aufteilen, dass die Menge in kleinere und groflere Elemente aufgeteilt wird. Ein Problem
ist, dass die Balance der Aufteilung im vorneherein nicht absehbar ist.
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1 D, r
| 2 [8[7]t[3]5[6]4]

Pt J r
[ 2 [8[7[1]3[5[6]4]

25 J T
(2 8] 7[1]3[5[6]4]

P, J r
L2 ]8[7]t[3[5[6]4]
p J r
(2 Jt]7[8]3[5[6]4]
p i J r
L2 [1]3]8[7]5[6]4]
P 1 T
L2 [1[3]8[7[5[6]4]
P 1 T
L2 [1]3]4]7]5[6[8]

Abbildung 5.12: Ablauf von Quicksort anhand eines Beispiel-Arrays.

5.5.1 Ablauf Quicksort

Der Ablauf von Quicksort ist in Abbildung 5.12 zu sehen. Fiir einen Zwischenzustand
von Quicksort gilt:

!H\IH\HIHHI;\

<z > undefiniert

5.5.2 Algorithmische Beschreibung

In Algorithmus 5.11 wird zunéchst das Array iiber Partition (Algorithmus 5.12) so modi-
fiziert, sodass links von ¢ (dem Pivotelement) nur kleinere und rechts von ¢ nur grofiere
Elemente existieren. Dann wird rekursiv auf die beiden von ¢ induzierten Teilarrays
Quicksort aufgerufen.

96



5.5 Quicksort

t J r
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<z >
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(a)
1 i r
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Abbildung 5.13: Allgemeiner Ablauf von Quicksort
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Eingabe: Subarray A = [1,...,n|, das bei Index p beginnt und bei Index r endet, also
Alp,...,7]

Ausgabe: Sortiertes Subarray

1: function QUICKSORT(A, p, r)
2 if p <r then

3: q < PARTITION(A, p, r)
4 QUICKSORT(A, p, ¢ — 1)
5 QUICKSORT(A, ¢ + 1, r)

Algorithmus 5.11: Algorithmus Quicksort, der ein Subarray A[p, ..., | sortiert.

Eingabe: Subarray A = [1,...,n], das bei Index p beginnt und bei Index 7 endet, also
Alp,...,7]

Ausgabe: Zwei Subarrays A[p, ...,q—1] und A[g+1, ..., 7] mit A[i] < Alq] und Alq] < A[j]
firi=p,...,qg—1lund j=q+1,....r

1: function PARTITION(A, p, 1)

2 x < Alr]

3 1+ p—1

4 for j < ptor—1do

5: if A[j] <z then

6 1 i+1

7 vertausche A[i] <> A[j]
8 vertausche A[i + 1] «» Alr]

9 return i + 1

Algorithmus 5.12: Algorithmus Partition, der ein Subarray Alp,...,r| in zwei Subarrays
aufteilt, wovon eines nur Elemente enthélt, die kleiner als ein gewéhltes Pivotelement aus Alp, ...r]
sind, und das andere nur Elemente enthélt, die grofler als das gewéhlte Pivotelement sind.

5.5.3 Laufzeit von Quicksort

Wie viele Schritte bendtigt Quicksort fiir ein Array der Lange n?
Unterscheidung;:

e Worst Case

e Best Case

e Average Case
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Quicksort: Worst Case

Der schlechteste Fall tritt ein, wenn das Pivotelement extremal liegt, d. h. nach Partition
(s. Alg. 5.12) ist ein Subarray (n — 1) lang, das andere hat Lénge 0.

T(n)=T(n—-1)+T(0)+ O(n) (5.57)
=T(n—1)+06(n) (5.58)

Man sieht (und beweist leicht), dass
> 0(n—i)=0(n? (5.59)
=0

gilt, also liegt Quicksort im Worst Case in ©(n?).

Quicksort: Best Case

Im besten Fall liegt das Pivotelement genau in der Mitte des Arrays, d. h. nach Partition
haben beide Subarrays im Wesentlichen die Linge 7.

T(n) < 2T (Z) +0(n) (5.60)

Man sieht z. B. mit dem Mastertheorem, dass Quicksort daher im Best Case in ©(nlog(n))
liegt. Das funktioniert auch noch, wenn Partition nur ein anndhernd balanciertes Ergeb-
nis liefert.

T(n) < T (?g) +T (g) +en (5.61)

Man sieht wieder mit dem Mastertheorem, dass Quicksort auch fur diesen Sonderfall
noch in der Best Case Laufzeit von ©(nlog(n)) liegt.

Quicksort: Average Case

Satz 5.13 (Erwartete Laufzeit von Quicksort). Fir ein n-elementiges Array A hat
Quicksort eine erwartete Laufzeit von O(nlog(n)).

Beweis. Man betrachte eine zuféllige Eingabepermutation, d.h. alle n! Permutationen
sind gleich wahrscheinlich mit jeweils Wahrscheinlichkeit %
Zwei Elemente s; und s; werden

e hochstens einmal verglichen.

e genau dann verglichen, wenn eines das Referenzelement (Pivot-Element) ist.
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Abbildung 5.14: Veranschaulichung der Laufzeiten aller Subroutinen von Quicksort fiir den
Best Case.

Danach sind beide in verschiedenen Subarrays!

L Isil [ |

Man betrachte eine Zufallsvariable

(5.62)

X — 1 falls s; und s; verglichen werden
Y 0 sonst .

Dann ist
n—1 n
X=> > X (5.63)
i=1 j=i+1
die gesamte Anzahl der Vergleiche. Damit ergibt sich

ni Xn: Xij]

Elz]=FE

i=1 j=i+1
n—1 n

=Y > BlXyl, (5.64)
i=1 j=i+1

wobei E[X;;] =1 P(X;; =1)+0- P(X;; = 0). Man muss also die Wahrscheinlichkeit
bestimmen, dass s; und s; verglichen werden. Dafiir betrachte man

Sij = {SZ', ceey Sj} s (565)
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also:] Si ‘ ‘ sj ‘ Dann ist

P(s; wird mit s; verglichen) = P(s; oder s; ist erster Pivot in S;;). (5.66)

Denn wird s; oder s; gewahlt, wird es mit allen anderen verglichen, wird aber zuerst ein
Pivot dazwischen gewéhlt, werden s; und s; getrennt und nicht mehr verglichen! Da nur
einer erster Pivot sein kann, ist

P(s; oder s; erster Pivot in Sj;) = P(s; erster Pivot in S;;) + P(s; erster Pivot in S;;)

1 N 1
S j—i4+1l j—it1

2
= — (5.67)

denn die Pivots werden zuféllig sowie unabhéngig gewéhlt und die Menge S;; hat (j—i+1)
Elemente.
Jetzt kombiniert man 5.64 und 5.67 und erhalt

;i%;]_l+l (5.68)

n—1n—1i

= k=j—1 5.69
=X Y (k= j i) (5.69)
n—1 n

<§:§:— (5.70)

=1 k=1

Jetzt schétzt man die harmonische Reihe ab. Es ergibt sich also

iﬂ>ﬂ+ +1+ FEE +l (5.71)
—k 3 56
DRCTTE U0 O U U DO B 572
—\1/ 2 2 4 4 4 4 2logy(n)
1 1

Das sind (1 + logy(n)) Einsen, also

1
Z — <1+ logy(n). (5.73)
k
k=1
Somit gilt
"2
Y = € 0(log(n)) (5.74)
k
k=1
und damit Efz] € O(nlog(n)). O

Warum ist das interessant?
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Eingabe: Array A[l],..., A[n] mit Schlisselwerten aus {1, ..., k}
Ausgabe: Sortierte Kopie B[1], ..., B[n] von A[l], ..., A[n]
1: function COUNTINGSORT(A, B, k)
2: for i <1 to k do
3: Cli] + 0 > Zahlerarray initialisieren
4: for j + 1 tondo
5: C[A[j]] < C[A]j]] +1 > Anzahl Elemente mit Wert A[j] um 1 erhéhen
6: for i < 1 to k do
7 Cli] « Cli] + CJli — 1] > Anzahl Elemente mit Wert héchstens 4 zéahlen
8: for j < n downto 1 do
9: B[C[A[j]]] «+ Alj] > Element A[j] an die richtige Stelle in B schreiben
10: ClA[f]] « ClA[]] -1

Algorithmus 5.14: Algorithmus Countingsort, der n-elementiges Array A nimmt und eine
sortierte Kopie B von A zuriickgibt.

5.6 Sortieren in linearer Zeit

In Satz 5.6 wurde gezeigt, dass das Sortieren von n Objekten nicht schneller als in
Q(nlog(n)) moglich ist - vorausgesetzt man kann dafiir keine Zusatzinformationen ein-
setzen und darf Objekte nur paarweise vergleichen (und ggf. vertauschen). In vielen
Situationen hat man aber zusétzliche Informationen! Dies soll im Folgenden analysiert
werden.

5.6.1 Countingsort

Im einfachsten Fall sind die n Objekte Zahlen, aus dem Bereich 1,..., k. Wenn nun k
klein ist (insbesondere k € O(n)), dann gibt es einen einfachen Ansatz, der ganz ohne
Vergleiche auskommt:

e Lege ein ,Zahlarray“ C[0], ..., C[k] an.

e Gehe das zu sortierende Array A[l],..., A[n] durch. Fur jedes Objekt A[j] erhohe
den entsprechenden Eintrag in C, d.h. inkrementiere C[A[j]] um 1.

e Fiir j = 1,..., k schreibe jeweils die Zahl j in die néchsten C[A[j]] Eintrédge von
BJi]. So liefert am Ende B[1], ..., B[n] eine sortierte Form von A[1], ..., A[n].

Im Detail ist dies in Algorithmus 5.14 zu sehen.

Satz 5.15. Firn Objekte mit Schlisseln aus {1, ..., k} bendtigt Countingsort (s. Alg. 5.14)
die Zeit O(n + k). Insbesondere bendtigt man fir k € O(n) die Zeit von ©(n).
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5.6.2 Radixsort

Idee:
Sortiere nicht gleich nach den Schliisselwerten, sondern nach den Ziffern der Schliissel-
werte! Dies wurde frithere sehr hdufig bei Lochkarten eingesetzt.

Naiver Ansatz:
Sortiere nach grofiter Ziffer, dann nach zweiter Ziffer, ...

Problem: Entweder benétigt man viele temporéire Zwischenmengen oder die Vorsortie-
rung geht kaputt!

Besserer Ansatz:
Sortiere nach letzter Ziffer, dann nach vorletzter Ziffer, ...

Ein Beispiel:

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 — 457 — 839 — 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

Wichtig: Jeweilige Sortierung darf Reihenfolge gleichwertiger Ziffern nicht verdandern!

Definition 5.16 (Stabilitat). Ein Sortierverfahren heifit stabil, wenn gleiche Werte
nach dem Algorithmusdurchlauf in der gleichen Reihenfolge sind wie vorher.

Satz 5.17 (Stabilitét). Mergesort und Countingsort sind stabil, Quicksort je nach Um-
setzung der Pivot-Regel.

Beweis. Ubung! O

Satz 5.19. Radizsort (s. Alg. 5.18) liefert ein korrektes Ergebnis in der Zeit ©(d-(n+k)).

Beweis. Fiir je zwei Zahlen muss am Ende die Reihenfolge stimmen. Diese entspricht der
Ordnung der hochsten Ziffern, die verschieden sind. Die Sortierung nach diesen Ziffern
liefert also die richtige Reihenfolge, die sich wegen der Stabilitdt (von Countingsort)
nicht mehr &ndert. Die Laufzeit folgt aus Satz 5.15. O
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Eingabe: n Zahlen mit je d Ziffern, die k verschiedene Werte annehmen konnen,

Alil, ..., Aln]
Ausgabe: Sortiertes Array

1: function RADIXSORT(A, d)

2: erzeuge (mit 0 initialisiertes) Array B
3: for i <— 1 to d do
4: COUNTINGSORT(A, B, 1)

Algorithmus 5.18: Algorithmus Radixsort, der ein Array mit n Zahlen aus je d Ziffern, die
k verschiedene Werte annehmen kénnen, sortiert.

Eingabe: n Zahlen Afil, ..., A[n]
Ausgabe: Sortiertes Array

function SPAGHETTISORT(A, n)
for i < 1ton do
schneide eine Spaghetti der Lange Ali] zurecht

1:
2
3
4: StoBe alle Spaghetti auf den Tisch
5 for i + 1 ton do

6 wéhle die langste verbleibende Nudel

Algorithmus 5.20: Algorithmus Spaghettisort, der ein Array mit n Zahlen sortiert.
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5.6.3 Spaghettisort

Nicht ganz ernst gemeint! Bei Algorithmus 5.20 handelt es sich um einen ,analogen
Algorithmus®- nicht digital!

Satz 5.21. Spaghettisort (s. Alg. 5.20) sortiert in linearer Zeit!

Bewets. Scheint klar! O

Problematisch: Rechnermodell, Rechenoperationen, Speicherplatz, Ausfiihrbarkeit (und
Genauigkeit!) fir grofie n...

5.7 Suchen

In diesem Kapitel betrachten wir eine Menge X = {z1,...,z,} von n paarweise ver-
schiedenen Zahlen.

Definition 5.22. (Rank k Element) Sei m € X. Dann besitzt m den Rank k (oder ist
das k-te Element), wenn

(1) {lz € X |z <m}| >k und
(2) {xeX|z>m}|>n—k+1.
Speziell heifft m Median, wenn er den Rank [5] besitzt.

Wenn X und k& bekannt sind, wie schnell kann man das k-te Element berechnen? Ein
erster Ansatz ist schnell gefunden:

e Sortiere X aufsteigend
e finde k-tes Element mit linearem Durchlauf

Die Korrektheit ist schnell zu sehen. An Zeit benotigen wir O(nlogn)+0(k) = O(nlogn).
Das geht schneller, z.B. mit dem Select-Algorithmus (sieche Algorithmus 5.23). Beach-
te, dass es in dem Select-Algorithmus maximal zwei rekursive Aufrufe gibt: Zeile 9 und
entweder Zeile 14, Zeile 18 oder keinen weiteren.

Beispiel 5.24. Sein = 25 und k = 23, sowie
X ={1,22,10,13,24,6,18,21,4, 25,11, 16, 2,20,8,17,5,12,19, 14, 3,9, 15, 7,23}

Aufteilen int = [%] = 5 Blocke:

116 11]17] 3 114121573
221816 5 | 9 0] 6| 8]|12] 7
wler] 2 i2li5] s (IS I8[ 1] 1f] 9
18] 7 [2019] 7 22| 21| 16| 17] 15
2/ 125 8| 14] 23 2/ 1 25 20 197 23
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Eingabe: Menge von Zahlen X = {z1,...,z,} und eine Zahl k <n

Ausgabe: k-tes Element

1:
2
3
4:
5
6
7
8:

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

function SELECT(X k)
if | X| <5 then

Bestimme k-tes Element m mit erstem Ansatz
return m

else

Unterteile X in fiinfer Blécke By, ..., By mit ¢ := [¥]

Bestimme in jedem B; das mittlere Element m; (bzgl. Sortierung in B;)
t
Setze M := |J {m;}
i=1

m < SELECT(M’, [£])
Xi={reX|z<m}
Xo={reX|xz=m}
Xs={zreX|z>m}
if | X1| > k then

return SELECT(X1, k)
else if | X;| + |X2| > k then

return m
else

return SELECT(X3, k — (| X1] + | X2]))
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5.7 Suchen

Wir erhalten M’ = {my,...,ms} = {13,18,11,14,9}. Durch den rekursiven Aufruf
SELECT(M’,[4]) = sELECT ({13,18,11,14,9}, 3) erhalten wir m =13 (Da |M'| <5 ist,
brauchen wir nur den ersten Ansatz benutzen).

Wir berechnen nun:

o X; =1{1,10,6,4,11,2,8,5,12,3,9,7}
o Xy ={13}
o X3 ={22,24,18,21,25,16,20,17,19,14, 15,23}

Es gilt: |X1| = 12 < k = 23 = nicht Zeile 14; |X1| + |Xo| = 13 < k = 23 = nicht
Zeile 16. Wir kommen also in Zeile 18 und rufen SELECT (X3, k — (|X1] + |X2|)) =
SELECT ({22, 24,18, 21, 25, 16,20, 17, 19, 14, 15,23}, 10) auf

Also: X = {22,24,18,21,25,16,20,17,19, 14, 15,23}, k = 10
Aufteilen in finfer Blocke liefert:

22116 | 15 18| 14 | 15
24 20| 23 21| 16 | 23
18| 17 Gruppen—ﬂ>)7“tieren 22 | 17
211 19 24| 19
25 | 14 25| 20

Wir erhalten M’ = {my,...,my} = {22,17,23}. Rekursiver Aufruf SELECT(M’', 2)
liefert m = 22 (wieder war nur der erste Ansatz nétig, da |M'| <5 ist).
Wir berechnen:

e X; =1{18,21,16,20,17,19,14,15}
o Xo=1{22}
o X3 ={24,25,23}

Bs gilt: | X1]| = 8 < k = 10 = nicht Zeile 14; | X1| + |Xo| = 9 < k = 10 = nicht
Zeile 16. Wir kommen also wieder in Zeile 18 und rufen SELECT (X3, k — (| X1| +[X2]))
= SELECT({24,25,23}, 1) auf. Da |X3| < 5 gentigt der erste Ansatz und wir erhalten
m = 23. Also ist 23 das 23-te Element von

{1,22,10,13,24,6,18,21,4,25,11, 16, 2,20,8,17,5,12,19,14,3,9, 15,7, 23}

Das Konzept der Partitionierung wurde bereits bei Quicksort (siehe Kapitel 5.5) ge-
sehen.

Satz 5.25. Select (Algorithmus 5.23) ist korrekt, d.h. er bestimmt das k-te Element x

Beweis. Wir beweisen den Satz mittels vollstdndiger Induktion iiber n = | X|. Fiirn <5
ist es klar, dass das korrekte Element zurtickgegeben wird (erster Ansatz). Nehmen
wir nun an, dass Select fiir Mengen mit Grofle kleiner n das k’-te Element bestimmt.
Betrachten wir eine Menge mit n Elementen. Es treten drei Falle auf:
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(1) z € X
(2) T € X2
(3) T € X3

Alle drei Mengen besitzen weniger als n Elemente, d.h. nach Induktionsvoraussetzung
konnen wir das k-te Element in jedem Fall korrekt bestimmen. O

Wie schnell ist Select? Wir kénnen die rekursive Gleichung aufstellen:

T(n) = () +  Tlmax{|X:],|X5]})  + O(n)

——
Rekursiver Aufruf fiir M’

Rekursiver Aufruf fiir X; oder X3  Unterteilung in undSortierung der fiinfer Blocke

Wie grofl konnen Xo und X3 maximal sein? Wir beantworten diese Frage durch das
Ausschlussprinzip: Welche Elemente sind nicht in X; bzw. X37 Betrachte ein Beispiel.

Wir haben sortierte Blocke:
1 4 2 5 3 2 1 5 4

3
10 6 8 12 7 Betrachte sortierte 7 8 10 | 12 6
3118 111 14 9 Anordnung ({@}lécke bzgl. m 9 11 1418
22 211617 [ 15 ikt A 1516 | 22|17 | 21
241252019 | 23 2320 [ 24 [19 | 25

Beobachte: In dem 3 x 3 Block links von m nur Elemente < m, gehoren also nicht
zu X3. Dies sind etwa ;|X| Elemente, also enthilt X3 maximal 3|X| Elemente. Analog
kann man das fiir |X;| < 3|X| argumentieren.

Lemma 5.26. |X1|,|X3| < 2n fiir n > 50.

Beweis. Seien m1 < mgy < --- < my. Schreibe die Blocke nebeneinander:

Es gilt m1,...,mpy 9 < m. In jedem Block B; mit i < [t/2] gibt es drei Elemente
< m, die nicht unterhalb m; liegen. Es gilt also:
t n

{z € X|z <m}|[ >3- [j_l =31 -1

n

= X <n- (- 1)

Analog verlduft man fiir X;. Also: [X1| <n —3([{5] —1)
Es gilt n — 3([%] — 1) < 3n fiir n > 50:

n 3
— — -1 <n-— 1
n 3([101 )<n 10n+
n n 36n
< +—=—XZ

3
= T4 -n D
10 50 ) 4
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Satz 5.27. Select hat eine Laufzeit von O(n).

Beweis.
n 3
T(n) = T(-) + T(=n) + O(n) + O(n)
5 4 ——
. . Unterteilung in und Berechnung von
Rekugslll‘f/e}\‘/[,AUfrUf Izelﬁuggivglégugélf Anordnung der Blocke  X;, X2 und X3
Mit dem Mastertheorem erhalten wir m = 2,a; = %, ay = %, k = 1. Es gilt
m
k_1 3 _ 19 kY —
Yo =5+5=73 <1l Also T(n) € ©(n") = O(n) O

Il
—_

(2

Satz 5.28. Das k-te Element kann nicht schneller als O(n) bestimmt werden.

Beweis. Wir zeigen, dass mindestens n — 1 Vergleiche nétig sind. Nehmen wir an, es
reichten n — 2 Vergleiche in einem beliebigen Algorithmus aus. Sei x das k-te Element.
Betrachte den Graphen G = (V, E) mit V=X und {z;,z;} € F falls x; mit x; verglichen
wird. G besitzt n—2 Kanten und kann demnach nicht zusammenhéngend sein. Es gibt al-
so ein Element y € X, sodass y und z in unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten
sind. Dann héngt der Algorithmus nicht vom Wert y ab. Widerspruch. 0
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