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Exkurs: 2-dimensionales Paralleles Sortieren
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Sequentiell vs Parallel 9 4 7 1 6 3 2 5

4 9 7 1 6 3 2 5

4 7 9 1 6 3 2 5

4 7 1 9 6 3 2 5

4 7 1 6 9 3 2 5

4 7 1 6 3 9 2 5

4 7 1 6 3 2 9 5

4 7 1 6 3 2 9 5

In jeder Iteration wird die größte Zahl 

im verbliebenen Teilarray an die letzte 

Position gebracht.

Laufzeit: 𝑂 𝑛2
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Sequentiell vs Parallel

9 4 7 1 6 3 2 5

Idee: Parallelisiere Vergleiche

9 4 7 1 6 3 2 5

Gerade Positionen Ungerade Positionen
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Parallelles Bubblesort (Odd-Even Transposition Sort)

9 4 7 1 6 3 2 5

4 9 1 7 3 6 2 5

4 1 9 3 7 2 6 5

1 4 3 9 2 7 5 6

1 3 4 2 9 5 7 6

1 3 2 4 5 9 6 7

1 2 3 4 5 6 9 7

1 2 3 4 5 6 7 9

Idee: Sortiere abwechselnd nach geraden und ungeraden Positionen

Laufzeit: 𝑂 𝑛
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Parallele Berechnungen – In 2D

Anwendung: VLSI Chipdesign für sehr schnelle Hardwarebeschleunigung

Neues Rechenmodell: Mesh-Connected Computer 

Prozessor + Speicher

𝑛

𝑚𝑛



Matthias Konitzny, Arne Schmidt | Exkurs: 2-dimensionales Paralleles Sortieren | Seite 6

𝑛

Paralleles Sortieren – Untere Schranke

𝑛
Untere Schranke: 2𝑛 − 2

[Kun 87]:  3𝑛 − 2𝑛 − 3

Kunde, M. Lower bounds for sorting on mesh-connected architectures. Acta Informatica 24, 121–130 (1987). https://doi.org/10.1007/BF00264359
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Paralleles Sortieren 9 6 4

1 8 3

5 2 7

4 6 9

1 3 8

2 5 7

1 3 7

2 5 8

4 6 9

1 3 7

2 5 8

4 6 9

Zeilen Spalten Zeilen

Idee: Sortiere abwechselnd Zeilen und Spalten

Problem: Größere Zahlen kommen nicht nach unten und kleinere nicht nach oben. 
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Shearsort

Algorithmus SHEARSORT

1. for 𝑖 in 1… log(𝑛) do

2. Sortiere die Zeilen (Alternierend)

3. Sortiere die Spalten

4. Sortiere die Zeilen

Scherson, Isaac D., and Sandeep Sen. "Parallel sorting in two-dimensional VLSI models of computation." IEEE Transactions on Computers 38.2 (1989): 238-249.
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Shearsort

Algorithmus SHEARSORT

1. for 𝑖 in 1… log(𝑛) do

2. Sortiere die Zeilen (Alternierend)

3. Sortiere die Spalten

4. Sortiere die Zeilen

Scherson, Isaac D., and Sandeep Sen. "Parallel sorting in two-dimensional VLSI models of computation." IEEE Transactions on Computers 38.2 (1989): 238-249.

Jeder Durchlauf halbiert die Anzahl der 

unsortierten Zeilen

Laufzeit: O(𝑛 log 𝑛)
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Shearsort

Algorithmus SHEARSORT

1. for 𝑖 in 1… log(𝑛) do

2. Sortiere die Zeilen (Alternierend)

3. Sortiere die Spalten

4. Sortiere die Zeilen

4 6 9

8 1 3

2 5 7

2 1 3

4 5 7

8 6 9

1 2 3

7 5 4

6 8 9

1 2 3

6 5 4

7 8 9

1 2 3

6 5 4

7 8 9

1 2 3

4 5 6

7 8 9

Zeilen Spalten Zeilen

Spalten Zeilen Zeilen

Jeder Durchlauf halbiert die Anzahl der 

unsortierten Zeilen

Laufzeit: O(𝑛 log 𝑛)
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Shearsort in Aktion
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Shearsort in Aktion
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4-Way Mergesort

Ziel: 2-dimensionales paralleles Sortieren in linearer Zeit

Idee: Nutze bekanntes Prinzip aus Mergesort

4 13 9 8

10 1 14 11

16 12 7 5

6 15 3 2

4 13

10 1

9 8

14 11

16 12

6 15

7 5

3 2

…

1 4

10 13

8 9

11 14

6 12

15 16

2 3

5 7

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

Split Merge
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE

Eingabe: 𝑘 × 𝑘 Array, dessen 
𝑘

2
×

𝑘

2
Teilarrays 

teilsortiert sind.

Ausgabe: Teilsortiertes 𝑘 × 𝑘 Array

1. Sortiere die Zeilen der oberen Teilarrays 

aufsteigend

2. Sortiere die Zeilen der unteren Teilarrays 

absteigend

3. Sortiere die Spalten

4. Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen 

aufsteigend

5. Sortiere die Zeilen der geraden Zeilen 

absteigend

6. Sortiere die Spalten
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGESORT

Eingabe: Unsortiertes n × 𝑛 Array 𝑎
Ausgabe: Sortiertes n × 𝑛 Array

1. SPLIT(𝑎)

2. Sortiere die Zeilen

Algorithmus SPLIT

Eingabe: Unsortiertes k × 𝑘 Array 𝑎
Ausgabe: Teilsortiertes k × 𝑘 Array

1. if (länge(𝑎) > 1) then

2. Teile a in 4 gleich große 

Teilarrays 𝑇𝑖 und rufe SPLIT(𝑇𝑖) 
für jedes Teilarray auf

3. 4-WAY-MERGE(𝑎)

Laufzeit

• Jede Ausführung von 4-WAY-MERGE benötigt 3𝑘 Schritte. Entsprechend benötigen wir 

3𝑛 +
3𝑛

2
+

3𝑛

4
+⋯+ 3 ≤ 6𝑛 für die Ausführung der Merge-Schritte 

• Zusätzlich wird am Ende einmal mit Laufzeit 𝑛 die Zeilen sortiert.

• → Gesamtlaufzeit: 7𝑛
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4-Way Mergesort in Aktion
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4-Way Mergesort in Aktion
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus BALANCE

Eingabe: Teilarray der Form n × √𝑛

1. Sortiere die Spalten

2. Rotiere die Zeilen um 𝑖 𝑚𝑜𝑑 √𝑛
3. Sortiere die Spalten

Algorithmus UNBLOCK

Eingabe: n × 𝑛 Array 

1. Rotiere die Zeilen um 𝑖 ⋅ 𝑛 𝑚𝑜𝑑 𝑛
2. Sortiere die Spalten

Algorithmus SHEAR

Eingabe: n × 𝑛 Array 

1. Sortiere die Zeilen (Alternierend)

2. Sortiere die Spalten

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n × 𝑛 Array 𝑎
Ausgabe: Sortiertes n × 𝑛 Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

2. UNBLOCK(𝑎)

3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

4. UNBLOCK(𝑎)

5. SHEAR(𝑎)

6. SHEAR(𝑎)

7. SHEAR(𝑎)

8. Sortiere die Zeilen

Idee: Sortiere Array mit Hilfe einer konstanten 

Anzahl an Zeilen bzw. Spaltenoperationen
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n × 𝑛 Array 𝑎
Ausgabe: Sortiertes n × 𝑛 Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

2. UNBLOCK(𝑎)

3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

4. UNBLOCK(𝑎)

5. SHEAR(𝑎)

6. SHEAR(𝑎)

7. SHEAR(𝑎)

8. Sortiere die Zeilen

Algorithmus BALANCE

1. Sortiere die Spalten

2. Rotiere die Zeilen um 𝑖 𝑚𝑜𝑑 √𝑛
3. Sortiere die Spalten

𝑂( 𝑛) viele unsortierte Zeilen
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n × 𝑛 Array 𝑎
Ausgabe: Sortiertes n × 𝑛 Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

2. UNBLOCK(𝑎)

3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

4. UNBLOCK(𝑎)

5. SHEAR(𝑎)

6. SHEAR(𝑎)

7. SHEAR(𝑎)

8. Sortiere die Zeilen

√𝑛

√𝑛

𝑂(2√𝑛) unsortierte Blöcke 
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Alternative: Rotatesort
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n × 𝑛 Array 𝑎
Ausgabe: Sortiertes n × 𝑛 Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

2. UNBLOCK(𝑎)

3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

4. UNBLOCK(𝑎)

5. SHEAR(𝑎)

6. SHEAR(𝑎)

7. SHEAR(𝑎)

8. Sortiere die Zeilen

Algorithmus UNBLOCK

Eingabe: n × 𝑛 Array 

1. Rotiere die Zeilen 𝑖 ⋅
𝑛 𝑚𝑜𝑑 𝑛

2. Sortiere die Spalten

𝑂(2√𝑛) unsortierte Zeilen in 

𝑂(3) horizontalen Teilarrays
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n × 𝑛 Array 𝑎
Ausgabe: Sortiertes n × 𝑛 Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

2. UNBLOCK(𝑎)

3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

4. UNBLOCK(𝑎)

5. SHEAR(𝑎)

6. SHEAR(𝑎)

7. SHEAR(𝑎)

8. Sortiere die Zeilen

Algorithmus BALANCE

1. Sortiere die Spalten

2. Rotiere die Zeilen um 

𝑖 𝑚𝑜𝑑 √𝑛
3. Sortiere die Spalten

𝑂(6) unsortierte Blöcke 
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n × 𝑛 Array 𝑎
Ausgabe: Sortiertes n × 𝑛 Array
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n × 𝑛 Array 𝑎
Ausgabe: Sortiertes n × 𝑛 Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

2. UNBLOCK(𝑎)

3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

4. UNBLOCK(𝑎)

5. SHEAR(𝑎)

6. SHEAR(𝑎)

7. SHEAR(𝑎)

8. Sortiere die Zeilen
𝑂(6) unsortierte Zeilen 

Algorithmus UNBLOCK

Eingabe: n × 𝑛 Array 

1. Rotiere die Zeilen 𝑖 ⋅
𝑛 𝑚𝑜𝑑 𝑛

2. Sortiere die Spalten
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n × 𝑛 Array 𝑎
Ausgabe: Sortiertes n × 𝑛 Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

2. UNBLOCK(𝑎)

3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem 

Teilarray der Größe n × √𝑛 an

4. UNBLOCK(𝑎)

5. SHEAR(𝑎)

6. SHEAR(𝑎)

7. SHEAR(𝑎)

8. Sortiere die Zeilen

Algorithmus SHEAR

Eingabe: n × 𝑛 Array 

1. Sortiere die Zeilen 

(Alternierend)

2. Sortiere die Spalten

𝑂(1) unsortierte Zeilen 
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Rotatesort in Aktion
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Rotatesort in Aktion
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Obere Schranke

Obere und untere Schranke: 3𝑛
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Verwandte Probleme


