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Sequentiell vs Parallel

1: function BUBBLESORT(A)

2: for + = n downto 2 do

3: for j=1toi—1do

4: if A[j] > A[j + 1] then

5: Vertausche A[jJund A[j + 1]

Algorithmus 1: Der BUBBLESORT-Algorithmus.

In jeder Iteration wird die grof3te Zahl
Im verbliebenen Teilarray an die letzte
Position gebracht.

Laufzeit: 0(n?)
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Sequentiell vs Parallel

|dee: Parallelisiere Vergleiche

9 4 7 1 6 3 2 5 9 4 7 1 6 3 2
—J L J L J —_ —_ L J L J
Gerade Positionen Ungerade Positionen
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Parallelles Bubblesort (Odd-Even Transposition Sort)

|ldee: Sortiere abwechselnd nach geraden und ungeraden Positionen

9 4 7 1 6 3 2 5 1 3 4 2 9 5 7 6
1 J 1 ] 1 ] \ ] —J | ] | J —
4 9 1 7 3 6 2 5 1 3 2 4 5 9 6 7
L . | : | — — —
4 1 9 3 7 2 6 5 1 2 3 4 5 6 9 7
| ] L ] L J L J | I | | ] | ] | I |
1 4 3 9 2 7 5 6 1 2 3 4 5 6 7 9
— — —
Laufzeit: 0(n)
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Parallele Berechnungen - In 2D

Neues Rechenmodell: Mesh-Connected Computer
Prozessor + Speicher

_ _—

!
m

Anwendung: VLSI Chipdesign fir sehr schnelle Hardwarebeschleunigung
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Paralleles Sortieren — Untere Schranke

Untere Schranke: 2n — 2

[Kun 87]: 3n —v2n —3

Kunde, M. Lower bounds for sorting on mesh-connected architectures. Acta Informatica 24, 121-130 (1987). https://doi.org/10.1007/BF00264359
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Paralleles Sortieren

Idee: Sortiere abwechselnd Zeilen und Spalten

o - O
N 00 O
~N W b

4 6 9 1 3 7 1 3 7
1 3 8 2 5 8 2 5 8 Q
2 5 7 4 6 9 4 6 9

Zeilen Spalten Zeillen

Problem: GroRRere Zahlen kommen nicht nach unten und kleinere nicht nach oben.
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Shearsort

Algorithmus SHEARSORT

1. foriin1..log(n)do

2. Sortiere die Zeilen (Alternierend)
3. Sortiere die Spalten

4. Sortiere die Zeilen
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Parallel Sorting in Two-Dimensional VLSI Models
of Computation

ISAAC D. SCHERSON, MeMBER, IEiE, aND SANDEEP SEN

Abstract—Shear-sort opened new avenues in the research of
sorting techniques for mesh-connected processor arrays. The
algorithm is extremely simple and converges 1o a snake-like
sorted sequence with a time complexity which is suboptimal by a
logarithmic factor. The techniques used for analyzing shear-sort
have been used to derive mare efficient algorithms, which have
important ramifications both from practical and theoretical
viewpoints. Although the algorithms described apply to any
general two-dimensional computational model, the focus of most

is on h- which are now
commercially available. In spite of a rich history of ©(n) sorting
algorithms on an 7 X n SIMD mesh, the constants associated
with the leading term (i.e., n) are fairly large. This had led
researchers to speculate about the tightness of the lower bound.
The work in this paper sheds some more light on this problem as a
dn-step algorithm is shown to exist for a model slightly more
powerful than the conventional SIMD model. Moreover, this
algorithm has a running time of 3n steps on the more powerful
MIMD model, which is *‘truly’* optimal for such a model.

Index Terms—Distance bound, lower bound, mesh-connected
network, parallel algorithm, sorting, time complexity, upper
bound.

I. IxTRODUCTION
WO-DIMENSIONAL sorting is defined as the ordering of
a rectangular array of numbers such that every element is
routed to a distinct position of the array predetermined by
some indexing scheme. Some of the standard indexing

~':_ 2|3 4_

5|6 |7 |8

90112

13]14 |15 16

(@
I!E 5|6
3|47 i
9| 10[13[14
1n)12(15|16
()
Fig. 1. Some indexing schemes. (a) Row major, (b) snake-like row major,

() shuffled row majar.

processor can randomly access a row or a column of size ¢
independently

The sequential complexity of sorting has been swudied
extensively for well over two decades (for a very interesting
account of the history of the development of various sorting
methods, see [4]) but only recently has the complexity of
parallel sorting received much artention. Although several
interesting results have been obtained for various PRAM
maodels (for example, see Reischuk [12], Cole [2]), the
existence of a practical O(n) processor O(log n) depth sorting

Scherson, Isaac D., and Sandeep Sen. "Parallel sorting in two-dimensional VLS| models of computation." IEEE Transactions on Computers 38.2 (1989): 238-249.
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Shearsort

EEEEEENE
1. foriin1..log(n)do EEEEEEEEEEEN

2 Sortiere die Zeilen (Alternierend) ‘
3. Sortiere die Spalten
4

Sortiere die Zeilen ........====....
unsortierten Zeilen .... ........

Laufzeit: O(nlogn) ‘

Algorithmus SHEARSORT

Jeder Durchlauf halbiert die Anzahl der

Scherson, Isaac D., and Sandeep Sen. "Parallel sorting in two-dimensional VLS| models of computation." IEEE Transactions on Computers 38.2 (1989): 238-249.
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Shearsort

Algorithmus SHEARSORT Zeilen Spalten Zeilen
1. foriin1..log(n)do 4 6 9 2 1 3 1 2
2 Sortiere die Zeilen (Alternierend)
3. Sortiere die Spalten flo]e il I il
4. Sortiere die Zeilen 2 5 7 8 6 9 6 8
Jeder Durchlauf halbiert die Anzahl der 1 2 3 1 2 3 1 2
unsortierten Zeilen
Laufzeit: O(nlogn) 6 5 4 6 5 4 4 3
8 9 /7 8 9 /7 8
Spalten Zeilen Zeilen
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Shearsort in Aktion
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Shearsort in Aktion
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4-Way Mergesort

Ziel: 2-dimensionales paralleles Sortieren in linearer Zeit

Idee: Nutze bekanntes Prinzip aus Mergesort

4 13 9 8 4 13 9 8 1 4 8 9 ol g4

10 1 14 11 10 1 14 11 10 13 11 14 5 6 7 8

16 12 7 5 16 12 7 5 6 12 2 3 9 10 11 12

G| 2|2 6 15 3 2 15 16 5 7 13 14 15 16
Split
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.
Ausgabe: Teilsortiertes k x k Array

1. Sortiere die Zeilen der oberen Teilarrays
aufsteigend

2. Sortiere die Zeilen der unteren Teilarrays

absteigend

Sortiere die Spalten

Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen

aufsteigend

5. Sortiere die Zeilen der geraden Zeilen
absteigend

6. Sortiere die Spalten

W

1Ly,

u_vT
S ¢ Technische : : : : : : :
3= %E Universitit Matthias Konitzny, Arne Schmidt | Exkurs: 2-dimensionales Paralleles Sortieren | Seite 14
s Braunschweig

RSy
Uil

b‘\fs'c o



4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.
Ausgabe: Teilsortiertes k x k Array
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aufsteigend

2. Sortiere die Zeilen der unteren Teilarrays

absteigend

Sortiere die Spalten

Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.
Ausgabe: Teilsortiertes k x k Array

1. Sortiere die Zeilen der oberen Teilarrays
aufsteigend
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absteigend

Sortiere die Spalten

Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen

aufsteigend
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.
Ausgabe: Teilsortiertes k x k Array

1. Sortiere die Zeilen der oberen Teilarrays
aufsteigend

2. Sortiere die Zeilen der unteren Teilarrays

absteigend

Sortiere die Spalten

Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen

aufsteigend

5. Sortiere die Zeilen der geraden Zeilen
absteigend

6. Sortiere die Spalten

W

1Ly,

u_vT
S ¢ Technische : : : : : : :
3= %E Universitit Matthias Konitzny, Arne Schmidt | Exkurs: 2-dimensionales Paralleles Sortieren | Seite 18
s Braunschweig

RSy
Uil

b‘\fs'c o



4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.
Ausgabe: Teilsortiertes k x k Array

1. Sortiere die Zeilen der oberen Teilarrays
aufsteigend

2. Sortiere die Zeilen der unteren Teilarrays

absteigend

Sortiere die Spalten

Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen

aufsteigend
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.

Ausgabe: Teilsortiertes k x k Array

1. Sortiere die Zeilen der oberen Teilarrays
aufsteigend

2. Sortiere die Zeilen der unteren Teilarrays
absteigend

3. Sortiere die Spalten

4. Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen
aufsteigend

5. Sortiere die Zeilen der geraden Zeilen
absteigend

6. Sortiere die Spalten
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.

Ausgabe: Teilsortiertes k x k Array

1. Sortiere die Zeilen der oberen Teilarrays
aufsteigend

2. Sortiere die Zeilen der unteren Teilarrays
absteigend

3. Sortiere die Spalten

4. Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen
aufsteigend

5. Sortiere die Zeilen der geraden Zeilen
absteigend

6. Sortiere die Spalten
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.

Ausgabe: Teilsortiertes k x k Array

1. Sortiere die Zeilen der oberen Teilarrays
aufsteigend

2. Sortiere die Zeilen der unteren Teilarrays
absteigend

3. Sortiere die Spalten

4. Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen
aufsteigend

5. Sortiere die Zeilen der geraden Zeilen
absteigend

6. Sortiere die Spalten
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.

Ausgabe: Teilsortiertes k x k Array

1. Sortiere die Zeilen der oberen Teilarrays
aufsteigend

2. Sortiere die Zeilen der unteren Teilarrays
absteigend

3. Sortiere die Spalten

4. Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen
aufsteigend

5. Sortiere die Zeilen der geraden Zeilen
absteigend

6. Sortiere die Spalten
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4-Way Mergesort

Algorithmus 4-WAY-MERGE
Eingabe: k x k Array, dessen S X g Teilarrays

teilsortiert sind.

Ausgabe: Teilsortiertes k x k Array

1. Sortiere die Zeilen der oberen Teilarrays
aufsteigend

2. Sortiere die Zeilen der unteren Teilarrays
absteigend

3. Sortiere die Spalten

4. Sortiere die Zeilen der ungeraden Zeilen
aufsteigend

5. Sortiere die Zeilen der geraden Zeilen
absteigend

6. Sortiere die Spalten
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4-\Way Mergesort

Algorithmus SpPLIT

Eingabe: Unsortiertes k X k Array a Algorithmus 4-WAY-MERGESORT
Ausgabe: Teilsortiertes k X k Array Eingabe: Unsortiertes n x n Array a
1. if (ange(a) > 1) then Ausgabe: Sortiertes n X n Array
2. Teile a in 4 gleich grole 1. SpLIT(a)

Teilarrays T; und rufe SPLIT(T;) 2 Sortiere die Zeilen

fur jedes Teilarray auf

3. 4-WAY-MERGE(a)

Laufzeit
Jede Ausfihrung von 4-WAY-MERGE benoétigt 3k Schritte. Entsprechend bendtigen wir

3n + %n + %" + .-+ 3 < 6n fUr die Ausfiihrung der Merge-Schritte

Zusatzlich wird am Ende einmal mit Laufzeit n die Zeilen sortiert.
— Gesamtlaufzeit: 7n
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4-Way Mergesort in Aktion
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4-Way Mergesort in Aktion
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Alternative: Rotatesort

Idee: Sortiere Array mit Hilfe einer konstanten

Anzahl an Zeilen bzw. Spaltenoperationen

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n X n Array a
Ausgabe: Sortiertes n X n Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen
Teilarray der GroRe n x Vn an
UNBLOCK(a)

Wende BALANCE auf jedem horizontalem
Teilarray der GroRe n x Vn an
UNBLOCK(a)

SHEAR(a)

SHEAR(a)

SHEAR(a)

Sortiere die Zeilen

e

ool oL =

1Ly
CANTR

Algorithmus BALANCE
Eingabe: Teilarray der Form n x Vn

1. Sortiere die Spalten

2. Rotiere die Zeilen um i mod vn
3. Sortiere die Spalten

Algorithmus UNBLOCK
Eingabe: n X n Array

1. Rotiere die Zeilenum i - n mod n
2. Sortiere die Spalten

Algorithmus SHEAR
Eingabe: n X n Array

1. Sortiere die Zeilen (Alternierend)
2. Sortiere die Spalten
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Algorithmus BALANCE

1. Sortiere die Spalten
2. Rotiere die Zeilen um i mod Vn
3. Sortiere die Spalten

Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT
Eingabe: Unsortiertes n X n Array a
Ausgabe: Sortiertes n X n Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen
Teilarray der GréRe n x Vn an
UNBLOCK(a)

Wende BALANCE auf jedem horizontalem
Teilarray der GroRe n x Vn an
UNBLOCK(a)

SHEAR(a)

SHEAR(a)

SHEAR(a)

Sortiere die Zeilen

w N

0 (\/n) viele unsortierte Zeilen ===
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT \/n

Eingabe: Unsortiertes n X n Array a
Ausgabe: Sortiertes n X n Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen
Teilarray der GroRRe n x vn an
UNBLOCK(a)

Wende BALANCE auf jedem horizontalem
Teilarray der GroRe n x Vn an
UNBLOCK(a)

SHEAR(a)

SHEAR(a)

SHEAR(a)

Sortiere die Zeilen

w N

COpR O S

0(2Vn) unsortierte Blécke
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n X n Array a
Ausgabe: Sortiertes n X n Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen
Teilarray der GréRe n x Vn an

2. UNBLOCK(a)
3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem
Teilarray der GroRe n x Vn an
4. UNBLOCK(a)
5. SHEAR(a) Algorithmus UNBLOCK
6. SHEAR(a) Eingabe: n x n Array
e SHEAR(a) : : 1. Rotiere die Zeileni -
8. Sortiere die Zeilen
JVnmodn
2. Sortiere die Spalten

1L,

Ly,
CANTR
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT | |
Eingabe: Unsortiertes n x n Array a | |

Ausgabe: Sortiertes n X n Array ‘ \

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen |

Teilarray der GréfRe n x v/n an | | ]
2. UNBLOCK(a)
3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem \

Teilarray der GroRe n x Vn an | | |
4. UNBLOCK(a) | | |
5. SHEAR(a) Algorithmus UNBLOCK |
6. SHEAR(a) Eingabe: n x n Array |
e SHEAR(a) : : 1. Rotiere die Zeileni - | | |
8. Sortiere die Zeilen | | |

JVnmodn | | |
2. Sortiere die Spalten

1Ly
CANTR
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n X n Array a
Ausgabe: Sortiertes n X n Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen
Teilarray der GroRRe n x vn an

2. UNBLOCK(a)
3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem

Teilarray der GroRe n x Vn an T T T T T T T T 1T 711
4. UNBLOCK(a) HEEEEENEEEEEEEEN
5. SHEAR(a) Algorithmus UNBLOCK
6. SHEAR(a) Eingabe: n X nArray I | | || | | | | | | |
7. SHEAR(q) I Sieers e e £ < 0(2vn) unsortierte Zeilen in
8. Sortiere die Zeilen N 0(3) horizontalen Teilarrays

2. Sortiere die Spalten
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Eingabe: Unsortiertes n X n Array a
Ausgabe: Sortiertes n X n Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen
Teilarray der GroRe n x Vn an

2. UNBLOCK(a)
3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem
Teilarray der GroRe n x Vn an
4. UNBLOCK(a)
5. SHEAR(a) Algorithmus BALANCE
g' gﬂ:igg; 1. Sortiere die Spalten
8. Sortiere die Zeilen = I_?ohere die zeilen um 0(6) unsortierte Blocke
i mod Vn
3. Sortiere die Spalten
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT

Unsortiertes n X n Array a
Ausgabe: Sortiertes n X n Array

Eingabe:

0_07
Y ar
o5

b“rs_

£

S

Braunschweig

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen ][] ] e

Teilarray der GréRe n x Vn an T ] T T |
2. UNBLOCK(a)
3. Wende BALANCE auf jedem horizontalem

Teilarray der GroRe n x vn an HEEE HEEEREEEER
4. UNBLOCK(a) EEEEEEEN | HEE
5. SHEAR(a) Algorithmus UNBLOCK
6. SHEAR(a) Eingabe: n xn Array
7. SHEAR(a) 1 ROtiere dle Zeilen i- ...-..-..-...
8. Sortiere die Zeilen ' Jnmodn Tt

2. Sortiere die Spalten EENEEEEEEE. EEE
u'?%{-, Technische
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT
Eingabe: Unsortiertes n X n Array a
Ausgabe: Sortiertes n X n Array

1. Wende BALANCE auf jedem vertikalen
Teilarray der GroRe n x Vn an
UNBLOCK(a)

Wende BALANCE auf jedem horizontalem

Teilarray der GroRe n x vn an HEEEEEEEEEEEEE
UNBLOCK(a) o

SHEAR(a) Algorithmus UNBLOCK
SHEAR(a) Eingabe: n x n Array

SHEAR(a) : : Ha : :
Sortiere die Zeilen 1. Rotiere die Zeilen i 0(6) unsortierte Zeilen
JVnmodn

2. Sortiere die Spalten

w N

0 N o Ok
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Alternative: Rotatesort

Algorithmus ROTATESORT
Unsortiertes n X n Array a
Ausgabe: Sortiertes n X n Array

1.

Eingabe:

w N

Wende BALANCE auf jedem vertikalen
Teilarray der GroRe n x Vn an

UNBLOCK(a)

Wende BALANCE auf jedem horizontalem
Teilarray der GroRe n x Vn an

.
£

A

g

:3(1; Technische
o

{{;5’ Braunschweig
W

Y i3c
¥
K
o,
¥sc

A
[

0 (1) unsortierte Zeilen

4. UNBLOCK(a) : ] |
5. SHEAR(a) Algorithmus SHEAR
6. SHEAR(a) Eingabe: n X n Array ‘
/. SHEAR(a) 1. Sortiere die Zeilen
8. Sortiere die Zeilen (Alternierend)
2. Sortiere die Spatten | 1 ko K HEEEEEEE
2 Universitit Matthias Konitzny, Arne Schmidt | Exkurs: 2-dimensionales Paralleles Sortieren | Seite 39



Rotatesort in Aktion
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Rotatesort in Aktion
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Obere Schranke
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An Optimal Sorting Algorithm
For Mesh Connected Computers

— Obere und untere Schranke: 3n

C.P. Schnorr
Math ics Dept and Ci

University of ﬁ;nkf\m.rw. Germany

A. Shamir
Applied Mathematics Dept,
The Weizmann Institute, Israel

Abstract. In this paper we prove a 3n upper and lower
bound on the complexity of sorting on a n x n mesh con-
nected parallel computer, and describe an exceptionally
simple algorithm which sorts the array by alternately sort-
ing its rows and columns log log n times.

1. Introduction

Sorting is a fundamental problem with a rich the-
ory and important practical applications. Its sequential
complexity is fairly well understood, with 0(n log n) up-
per and lower bounds in most machine models. The re-
cent discovery of the Ajtai, Komlos and Szemeredi [1983]
sorting network and the subsequent works of Bilardy and
Preparata [1985] and of Leighton [1985] established 0(log
n) as the parallel complexity of sorting in certain machine
models. However, the high wire density and the enormous
constant associated with the AK'S network make it highly
desirable to ﬁnd umple p-r-llel sortmg -Igomhms even if
their asymp!

In this paper we consider one of the simplest mod-
els of parallel - the two-di ional mesh con-
nected computer. While it is usually slower than machines
based on the hypercube, the cube connected cycles, or
the shuffle exchange graphs, it is ideally suited to VLSI
implementation. The locality of the communication, the

of the lndm; term bul |xnore lhe low order -ddmve
terms in )

published by l\asﬂml and Sahni [1979] and by Kumar and
Hirschberg [1983], sort a n x n array in 14n and 11n steps,
respectively, but they have a better behaviour for small n.
Recently, Lang Schimmler Schmeck and Schroder [1985]
published a 7n algorithm which is slightly easier to im-
plement, and Leighton discovered (but did not publish) a
4n algorithm.

The only lower bound known for this problem is the
trivial bound based on distance: to move an element from
the lower right corner to the upper left corner requires at
least 2n~2 steps (some papers quote a 4n—4 lower bound,
but this is just the distance bound in a more restricted
SIMD model). While the distance lower bound was known
to be tight for one dimensional arrays, the real complexity

of two di ional sorting d an open

In this paper we increase the lower bound and de-
crease the upper bound on the complexity of sorting a
n x n input into row-major order on a mesh connected
computer to 3n. The lower bound is proven for a very
strong model, while the upper bound is based on a very
weak model, and thus the new algorithm is proven opti-
mal (up to low order terms) for a wide variety of models.
The proof of optimality can be extended to rectangular
arrays with r rows and ¢ columns (as long as ¢ < r?),
since both the upper bound and lower bound in this case
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Verwandte Probleme

®O®OVE®C
SlSISICICICIO,

SISICIGIGICIO,
®®®® 60O
®®®6|®®E
SlCIGISIBISI®,
SlSISISISIGIO,

Technische

% Universitit
%5 Braunschweig

Coordinated Motion Planning: The Video

Aaron Becker, Sandor P. Fekete, Phillip Keldenich,
Matthias Konitzny, Lillian Lin, Christian Scheffer
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