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Heftung darf nicht entfernt werden

- Erlaubte Hilfsmittel: keine

- Eigenes Papier ist nicht erlaubt.

- Die Riickseiten der Blétter diirfen beschrieben werden.

- Die Klausur ist mit 50 % der Punkte bestanden.

- Antworten, die nicht gewertet werden sollen, bitte deutlich durchstreichen. Kein
Tippex verwenden!

- Mit Bleistift oder in Rot geschriebene Klausurteile kénnen nicht gewertet werden.

- Werden mehrere Antworten gegeben, werten wir die mit der geringsten Punktzahl.

- Samtliche Algorithmen, Datenstrukturen, Sétze und Begriffe beziehen sich, sofern
nicht explizit anders angegeben, auf die in der Vorlesung vorgestellte Variante.

- Sofern nicht anders angegeben, sind alle Graphen als einfache Graphen zu verstehen.

- Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betragt 120 Minuten.
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Aufgabe 1: Euler und Hamilton (6+4+4+5 Punkte)

a) Benutze den Algorithmus von Fleury zum Bestimmen einer Eulertour/eines Euler-
weges auf den Graphen G aus Abbildung 1 an. Gib dazu den abgelaufenen Weg als
Knotenfolge an. Kommen in einem Schritt des Algorithmus mehrere Knoten infrage,

wihle denjenigen mit dem kleinsten Index.
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Abbildung 1: Der Graph G.

b) Besitzt der Graph aus Abbildung 1 einen Hamiltonkreis? Begriinde deine Antwort!
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Abbildung 2: Der Graph H.

c) Betrachte den Graphen H aus Abbildung 2. Fiige zwei Kanten in H ein, sodass der
resultierende, einfache Graph sowohl eine Eulertour als auch einen Hamiltonkreis
enthélt. Begriinde auflerdem warum er beide Eigenschaften enthélt und warum es
nicht ausreicht, eine Kante einzufiigen.

d) Beweise: Besitzt ein Graph I eine Briicke, so gibt es in [ mindestens einen Knoten
mit ungeradem Grad.
(Hinweis: Eine Kante e eines Graphen heifit Briicke, wenn der Graph ohne e unzusam-

menhéngend ist.)

Seite 3 / 12



Aufgabe 2: Binire Suchbiume und Heaps (24+2+4+3 Punkte)

a) Fiihre INSERT(T}, 7) auf dem AVL-Baum 7) aus. Gib den Baum nach der Einfii-
geoperation sowie nach jeder Rotationsoperation an, sodass am Ende wieder ein
AVL-Baum entsteht.

L C)

b) Fiihre DELETE(T), 43) auf dem AVL-Baum 75 aus. Gib den Baum nach der Losch-
operation sowie nach jeder Rotationsoperation an, sodass am Ende wieder ein
AVL-Baum entsteht.

m(y)
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c) Zeige per Induktion, dass ein AVL-Baum der Héhe h mindestens Fj o — 1 Knoten
besitzt. Dabei bezeichnet F}, die n-te Fibonacci-Zahl.

d) Sei M :=[10,7,9,6,2,4,8,5,3,0, 1] ein Max-Heap. Gib M in Baumstruktur an.
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Aufgabe 3: Wachstum von Funktionen

a) In welcher Beziehung stehen die folgenden Klassen zueinander? Schreibe C in das
Feld, wenn Klasse A in Klasse B enthalten ist
enthalten ist, =, wenn die Klassen A und B iibereinstimmen und x, wenn dies alles

P

nicht zutrifft. Eine Begriindung ist nicht notwendig.

A | Relation | B

£2(n) O(log*(n))

O(n) O(vn)
O(ié z) O(n?)

Q(n) ()

O () O ()
o) o))

b) Seien f,g: N — R Funktionen.

Zeige oder widerlege: Q(f(n)) NO(g(n)) # 0 < f(n) € O(g(n))

c) Zeige oder widerlege: Die Funktion log,(n!) liegt in Q(nlog,n).
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D, wenn Klasse B in Klasse A




Aufgabe 4: Rekursionen (3+3+3+3 Punkte)
Bestimme mithilfe des Mastertheorems das asymptotische Wachstum der Rekursionen
aus den Aufgabenteilen a) - d), falls das Mastertheorem anwendbar ist oder begriinde,
warum dieses nicht funktioniert. Ist das Mastertheorem anwendbar, bestimme die Werte
aller auftretenden Parameter.

a) ;

W(n)z?-W(%)+3n2+16~W<8)+W<g>—1710gn

T(n)zza.T(ﬁ)Jrzlogwrzl-T(lﬂOO

25 )+ 7
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V(n):5n+7+64~V(%>+7n2
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Aufgabe 5: Mediane (444 Punkte)
Wir betrachten eine Menge X von n paarweise verschiedenen Zahlen.

a) Welche Schritte werden bendttigt, um das Rang-k Element in X in O(n) Zeit zu
finden? Kreuze in jeder Teilaufgabe den richtigen Schritt an.

(i) Teile die n Zahlen in ¢ viele
(O ber Gruppen auf.
(O 4er Gruppen auf.
(O 3er Gruppen auf.

(ii) In jeder Gruppe j (1 < j < t) sucht man
(O das Rang-1 Element m;.
(O das Rang-2 Element m;.
(O das Rang-3 Element m;.

(iii) Sei M die Menge aller m; mit 1 < j <¢. Suche in M
O das Rang-[%£] Element z.
O das Rang-[£] Element z.
O das Rang-[£| Element z.

(iv) Angenommen, es gibt nun (i — 1) Zahlen kleiner als z und es gilt £ < . Um
das Rang-k Element zu finden, suchen wir in der Menge der Zahlen kleiner als
x rekursiv nach dem

O Rang-(k — i) Element.
(O Rang-k Element.
O Rang-(n — i) Element.

b) Beschreibe, wie die ¢ grofiten Zahlen in X in O(n) Zeit gefunden werden konnen.
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Aufgabe 6: Sortieren (6+3+2 Punkte)

a) Sortiere das Array A aus Abbildung 3 mit dem Algorithmus MERGESORT. Gib
(separat und in chronologischer Reihenfolge) das Array A nach jedem Aufruf von
MERGE an. Elemente, die nicht zum im jeweiligen Mergeschritt betrachteten Teilarray
gehoren, miissen nicht angegeben werden. Die Aufrufe von MERGE auf einem

Teilarray der Liange 1 miissen nicht angegeben werden. Nutze zur Bearbeitung der
Aufgabe die in Abbildung 3 gegebene Tabelle.

A= 12 28 15 3 21 17 4 9

N O G| R
I

Abbildung 3: Mergesort im Array A.

b) Sei A ein Array mit paarweise verschiedenen Elementen. Zeige oder widerlege: Es
kann in PARTITION immer ein Pivotelement gewéhlt werden, sodass fiir QUICKSORT
eine Laufzeit von ©(nlogn) garantiert werden kann.

c) Welche Eigenschaft erfiillt ein stabiler Sortieralgorithmus?
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Aufgabe 7: Algorithmenentwurf (348 Punkte)
Das Zentrum eines Baumes ist ein Knotenmenge V7, sodass fiir jeden Knoten v € V;
max d(v,w) kleinstméglich ist. Dabei bezeichnet d(v,w) die Lénge des eindeutigen Pfades
we

von v zu w. Man kann zeigen, dass das Zentrum eines Baumes aus einem oder zwei
adjazenten Knoten besteht.

a) Markiere alle Knoten, die das Zentrum des Baumes aus Abbildung 4 bilden.

>. .

Abbildung 4: Ein Baum T.

b) Eine Moglichkeit, das Zentrum zu finden, ist das sukzessive Entfernen aller Blétter,
bis nur noch ein oder zwei Knoten iibrig sind. Entwirf einen Algorithmus
(in Pseudocode), der das Zentrum eines gegebenen Baumes in O(n) Zeit bestimmt.
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Aufgabe 8: Kurzfragen (242+2+2+2 Punkte)

Kreuze an, welche Aussagen korrekt sind. Es gibt nur Punkte fiir vollstandig korrekt
angekreuzte Teilaufgaben. (Hinweis: In jeder Teilaufgabe ist immer mindestens eine Aussage
korrekt. )

a) Der BFS-Algorithmus. ..

... bendtigt O(n?) Zeit. O
... benutzt eine Warteschlange als Datenstruktur. U
... findet kiirzeste Wege in ungewichteten Graphen. O
b) In einer doppelt verketteten Liste. . .
... dauert eine Einfiigeoperation O(1) Zeit. O
...sind die Elemente sortiert. U
... dauert das Suchen nach einem Element O(n) Zeit. g
c) Sei A ein unsortiertes Array mit n Elementen. Dann kann man in O(n) Zeit. ..
...den Median in A bestimmen. O
...einen Max-Heap aus A konstruieren. U
...einen AVL-Baum aus A konstruieren. O

d) Welche der folgenden Eigenschaften erfiillt ein Graph, der einen Hamiltonkreis
beinhaltet, auf jeden Fall?

Er besitzt mindestens 2n Kanten. U
Er ist zusammenhéngend. U
Er besitzt genau einen Kreis. U

e) Welche Aussagen zu Sortierverfahren sind korrekt?

Die Laufzeit von Mergesort ist O(nlogn)
Mergesort ist ein stabiles Sortierverfahren.
Quicksort vergleicht O(nlogn) Zahlen.

OO0

Viel Erfolg ®
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