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Hinweise:

- Bitte das Deckblatt in Druckschrift vollstdndig ausfiillen.

- Die Klausur besteht aus 17 Bléttern, bitte auf Vollstéindigkeit iiberpriifen.

- Erlaubte Hilfsmittel: Keine.

- Eigenes Papier ist nicht erlaubt.

- Die Riickseiten der Blétter diirfen beschrieben werden.

- Die Klausur ist mit 50 % der Punkte bestanden.

- Antworten die nicht gewertet werden sollen bitte deutlich durchstreichen. Kein
Tippex verwenden.

- Mit Bleistift oder in Rot geschriebene Klausurteile kénnen nicht gewertet werden.

- Werden mehrere Antworten gegeben, werten wir die mit der geringsten Punktzahl.

- Samtliche Algorithmen, Datenstrukturen, Satze und Begriffe beziehen sich, sofern
nicht explizit anders angegeben, auf die in der Vorlesung vorgestellte Variante.

- Sofern nicht anders angegeben, sind alle Graphen als einfache Graphen zu verstehen.

- Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betragt 120 Minuten.
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Aufgabe 1: Graphen (84+1+2+2+1 Punkte)
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Abbildung 1: Der Graph G.

a) Wende Breitensuche auf den Graphen aus Abbildung 1 an; starte dabei bei Knoten
vy. Falls zu einem Zeitpunkt mehrere Knoten fiir den néchsten Schritt in Frage kom-
men, wihle denjenigen mit dem kleinsten Index. Gib die Menge R des Algorithmus
GRAPH-SCAN jedesmal an, wenn sie sich dndert, und zeichne den resultierenden
Breitensuchbaum 7.
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Abbildung 2: Der Graph H.

b) Betrachte den Graphen H aus Abbildung 2. Hat dieser Graph eine Eulertour?
Begriinde deine Antwort! Falls ja, gib fiir eine solche Tour die Reihenfolge (inklusive
aller Wiederholungen) an, in der sie die Knoten von H besucht. Beginne dabei mit

V1.
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c) Hat der Graph H einen Eulerweg, der bei Knoten v; beginnt? Begriinde deine
Antwort! Falls ja, gib fiir einen solchen Weg die Reihenfolge (inklusive aller Wie-
derholungen) an, in der er die Knoten von H besucht.

d) Hat der Graph H einen Eulerweg, der bei Knoten vy beginnt? Begriinde deine
Antwort! Falls ja, gib fiir einen solchen Weg die Reihenfolge (inklusive aller Wie-
derholungen) an, in der er die Knoten von H besucht.

e) Zeige oder widerlege: Jeder einfache Graph, in dem jeder Knoten Grad 2 hat, besitzt
eine FEulertour.

Seite 4 / 17



Aufgabe 2: AVL-Biume (2+2+2+2+1+41 Punkte)
Betrachte in den Aufgabenteilen a) bis e) den Baum, der in der jeweiligen Abbildung
dargestellt wird. Fiihre die Operation, die in dem jeweiligen Aufgabenteil genannt ist, und
die damit verbundenen Restrukturierungsmafinahmen (damit sind die Algorithmen aus
der Vorlesung gemeint, die die AVL-Eigenschaft erhalten) auf dem entsprechenden Baum
aus. Zeichne dabei das Resultat nach jeder einzelnen ausgefithrten Operation INSERT,
DELETE und RESTRUCTURE in einen separaten Baum:

a) INSERT(T,2)

b) INSERT(T,7)
O
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c) DELETE(T, 2)

d) INSERT(T),38)
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e) INSERT(T,4)

f) Wieviele Knoten besitzt ein AVL-Baum der Hohe 5 mindestens und wieviele besitzt
er maximal?
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Aufgabe 3: O-Notation und Komplexitét (4+4T!_2+2+3 Punkte)
Benutze in dieser Aufgabe nur die in der Vorlesung und groflen Ubung vorgestellten
Begriffe und Definitionen. Seien f1, f2, g1, g2 : N — R Funktionen.

a) Gib fir die folgenden Paare von Funktionsklassen an, in welcher Teilmengenbezie-
hung sie zueinander stehen. Schreibe dazu in die mittlere Spalte ,=*, falls A genau
dieselben Funktionen enthélt wie B, ,C“ wenn alle Funktionen aus A auch in B
enthalten sind, ,,D“ wenn alle Funktionen aus B auch in A enthalten sind, und ,, x|
wenn dies alles nicht zutrifft. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

A Antwort B

O(n) O(n — logn)
O(n) O(n)
Q(n?) Q(nlogn)
O(1) O(2 + cos(mn))
Q(5™) Q(4m)
0(0a()) O(los(1))")
O(1) Q(1/n)
o(v/n) O(logn)

b) Kreuze in der nachfolgenden Tabelle an, ob die Funktion f(n) in der angebenenen
Klasse liegt. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

) [O(m) [ Q0] [ (nlogn) [ 07
n + logn
n/logn
n-2"

n2.1

c) Sei f: IN — R eine Funktion mit f(n) > 0 fiir alle n € IN. Zeige oder widerlege:
f(n) € ©(f(n) +1).
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d) Seien f,g: N — R zwei Funktionen mit f(z) = fi(x)- fo(x) und g(z) = g1(x)-g2(x).
Zeige oder widerlege:

f€0(g) = f1€0(g1) und fy € O(g9).

e) In dieser Aufgabe betrachten wir einen Algorithmus, der einen Graphen mit n
Knoten und m gewichteten Kanten als Eingabe bekommt, welcher als Adjazenz-
liste kodiert ist. Der Algorithmus lduft iiber die Adjazenzliste und fiigt dabei jede
gefundene Kante mit ihrem Gewicht hinten in ein Array ein. Dieses Array wird
darauthin mit MERGESORT nach dem Kantengewicht sortiert. Schliefilich werden
die Elemente des sortierten Arrays der Reihe nach ausgegeben, was pro Element
konstante Zeit benotigt.

Welche asymptotische Laufzeit hat der Algorithmus? Welche asymptotische Lauf-
zeit hat der Algorithmus, wenn die Kanten statt in ein Array in einen AVL-Baum
eingefiigt und dann aufsteigend sortiert ausgegeben werden? Begriinde deine Ant-
wort!
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Aufgabe 4: Rekursionen (44+3+3+4 Punkte)

a) Bestimme mit Hilfe des Mastertheorems das asymptotische Wachstum der Rekur-
sion

T(n)=64-T (%) + Vnlogn + Tn.

Bestimme die Werte aller im Mastertheorem auftretenden Parameter.

b) Bestimme mit Hilfe des Mastertheorems das asymptotische Wachstum der Rekur-

sion A
n n
T(n)=T <E> 4150+ ;1 T (2—>

Bestimme die Werte aller im Mastertheorem auftretenden Parameter.
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¢) Bestimme mit Hilfe des Mastertheorems das asymptotische Wachstum der Rekur-
sion
n 9 n
T(n) = 14nlogn + 20T (5) +4n? + 2T (Z) .

Bestimme die Werte aller im Mastertheorem auftretenden Parameter.

d) Auf welche der folgenden Rekursionen lésst sich das Mastertheorem anwenden?

T(n)=T(n—-1)+T(n—2) O wahr
O falsch

5
T(n):n2—|—ZT<2> [0 wahr
i=1 ? O falsch
T(n)=42+T <37n) O wahr
U falsch
T(n)=3n"1'+T (g) O wahr
U falsch
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Aufgabe 5: Mediane (2+2+12 Punkte)

a) Welche Laufzeit besitzt der Select-Algorithmus, wenn man Dreiergruppen statt
Fiinfergruppen benutzt? Gib sowohl die Rekursionsgleichung als auch die asymp-
totische Laufzeit an!

b) Sei m der Median der Mediane. Wie sind die Mengen X;, X5 und X3 definiert?
Wieviele Elemente enthélt X5, wenn alle Elemente paarweise verschieden sind?

¢) Bestimme mithilfe des Select-Algorithmus das Rang-16 Element von
X ={14,6,1,11,4,20,3,2,19,9,5,7,18,16,8,12,17,10, 13,15}

Gib dabei alle Aufrufe des Select-Algorithmus und deren Riickgabewert m an. Gib
auBerdem die Fiinfergruppen und die Mengen M’, X;, X, und X3 an.
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Aufgabe 6: Sortieren (7+3+1 Punkte)
Wir betrachten MERGESORT zum Sortieren von n Zahlen.

=] 4 7 5 1 3 2 8 6

IR R ol Rl R
I

Abbildung 3: Mergesort im Array A.

a) Sortiere das Array A aus Abbildung 3 mit MERGESORT. Gib (separat und in chro-
nologischer Reihenfolge) das Array A nach jedem Aufruf von MERGE an. Elemente,
die nicht zum im jeweiligen Mergeschritt betrachteten Teilarray gehoren, miissen
nicht angegeben werden. Die Aufrufe von MERGE auf einem Teilarray der Lange 1
miissen nicht angegeben werden. Nutze zur Bearbeitung der Aufgabe die in Abbil-
dung 3 gegebene Tabelle.

b) Wende auf das Array B aus Abbildung 4 PARTITION(B, 1, 8) an. Gib das Ergebnis in
der in Abbildung 4 gegebenen Tabelle an. Kennzeichne dabei das Pivotelement und
die beiden sich ergebenden Teilarrays. Hinweis: Es wurde stets das letzte Element
des Arrays als Pivotelement genutzt.

B = 1 6 3 8 5 2 7 4
Ergebnis B =

Abbildung 4: Das Array B.

c) Gib die groftmogliche untere Schranke fiir die Laufzeit (£2-Notation) eines ver-
gleichsbasierten Sortierverfahrens an.
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Aufgabe 7: Algorithmenentwurf (3+5+2 Punkte)
Gegeben seien n = 2k Zahlen in einem unsortierten Array A. Kénnen diese Zahlen in k

viele Paare aufgeteilt werden, sodass fiir jedes Paar (a,b) die Summe a+b immer dieselbe
Zahl ergibt?

Sei beispielsweise A = {11,3,1,7,5,9}. Diese Zahlen lassen sich in die Paare (1,11),
(3,9), (5,7) aufteilen, da 1 +11=12,3+9 =12 und 5+ 7 = 12.

a) Gib eine kurze Beschreibung eines Algorithmus an, der in Zeit O(n logn) lauft und
true zuriick gibt, falls eine Aufteilung in k& Paare moglich ist.
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b) Gib den in a) angegebenen Algorithmus in Pseudocode an.

c) Zeige, dass Dein Algorithmus die Zeitschranke O(nlogn) einhilt.
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Aufgabe 8: Kurzfragen (242+2+2+2 Punkte)

a) Das Loschen eines Elementes aus einem AVL-Baum erfordert
hochstens zwei RESTRUCTURE-Operationen.

b) Wenn immer das letzte Element der Eingabe als Pivotelement ver-
wendet wird, benotigt QUICKSORT auf einem umgekehrt sortierten
Array der Grofie n hochstens O(nlogn) Vergleichsoperationen.

c) Ein langster Weg zwischen zwei Knoten in einem einfachen Gra-
phen kann durch Tiefensuche in Laufzeit O(|V| + |E|) gefunden
werden.

d) Das Suchen in einem bindren Suchbaum dauert im schlimmsten
Fall O(logn).

e) Jeder einfache Graph mit vier Knoten und vier Kanten besitzt
einen Hamiltonkreis.

Viel Erfolg ©
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