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AVL-Baume — Definition

Ein AVL-Baum besitzt folgenden Eigenschaften:

* Erist ein binarer Suchbaum.

 Hohe des linken und rechten Teilbaums eines Knotens unterscheidet sich um
maximal 1.
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AVL-Baume - Operationen

Operationen fur binare Suchbaume funktionieren auch fur AVL-Baume, d.h. wir kdnnen:

* |nsert,

Delete,
Minimum/Maximum,

* Predecessor/Successor,

ausfuhren.

Wir mussen nur auf die Balancierung nach diesen Operationen achten.
Kritisch sind nur Insert und Delete.
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AVL-Baume — Restructure

Bei Insert und Delete stellen sich nun folgende Fragen:
1. Welche Knoten werden unbalanciert?

2. Wie stellt man die Balance wieder her?

3. Welche Regeln sollte man bertcksichtigen?

Zu 1.: Nur Knoten, die auf dem Pfad von der
Wurzel zum eingefugten/geldschten Knoten

liegen
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AVL-Baume — Restructure

Bei Insert und Delete stellen sich nun folgende Fragen:

2. Wie stellt man die Balance wieder her?
3. Welche Regeln sollte man bertcksichtigen?

Zu 2.. Betrachte unbalancierten Knoten z, sein Kind y
und dessen Kind x.

Sortiere Elemente aufsteigend und rotiere entsprechend:
1. x<y<z

2. y<x<z
3. z<x<y
4. z<y<«x
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AVL-Baume — Restructure

Bei Insert und Delete stellen sich nun folgende Fragen: \?

3. Welche Regeln sollte man bertcksichtigen?

Zu 3.:
« Starte bei tiefstem unbalancierten Knoten.

« Wahle Kinder (x, y) nach deren Hohe aus.
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AVL-Baume — Beispiele

Delete(T, 11)
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AVL-Baume — Beispiele

Insert(T, 19)
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AVL-Baume — Beispiele

Insert(T, 19)
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AVL-Baume — Knoten-Balancierung

Wie gut sind AVL-Baume bzgl. der Knoten balanciert?

Sei n; die Anzahl der Knoten im linken Teilbaum und np Ein AVL-Baum der Hohe h besitzt
die Anzahl der Knoten im rechten Teilbaum der Wurzel. maximal 2" — 1 Knoten.
Dann gilt fur einen AVL-Baum der Hohe h:
n 2\"
e 2 @ ((_) ) ~ 0(1,24") Ein AVL-Baum der Hohe h besitzt
ny 0, mindestens Fj,., — 1 Knoten.
@ bezeichnet den goldenen Schnitt
mit ¢ = il
2 Vollstandiger
Suchbaum der
Minimaler Hohe h —1
Suchbaum der
Hohe h — 2
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Zunachst: Fibonacci-Zahlen

Die n-te Fibonacci Zahl E, ist die Summe der

beiden vorhergehenen Fibonacci Zahlen, Es gilt
dh Fn = Fn_l + Fn—z

Es gilt F, € 0(¢p™)

Beweis:

n _ n n
F, = %g((ﬁzﬁ) - (%5) ) 2\1/§<(1+2\/§) ) B
F= (59 - (59)) < (55
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AVL-Baume — Knoten-Balancierung

Ein AVL-Baum der Hohe h besitzt
mindestens F,., — 1 Knoten.

Minimaler Suchbaum der Hohe h — 2

ng Zh_l—l
nyp, _

1

25?1

2h=14

< — furh > 7

4\/—<p

< 445 -
=25 (5)

2h1

Ein AVL-Baum der Hohe h besitzt
maximal 2" — 1 Knoten.

und

Vollstandiger Suchbaum der Hohe h — 1

ng > Zh_l—l

1
Sl

lzh—l
> 2 — flir h > 2
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-3(2)
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Max-Heaps
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Max-Heaps — Definition

Ein Max-Heap ist ein binarer Baum mit folgenden Eigenschaften:

» Jeder Knoten besitzt einen Schlussel

« Ebene i < hbesitzt 2=1 Knoten, wobei h die Hohe des Baumes ist.

« Auf Ebene h sind die linken n — 2"~1 4+ 1 Positionen besetzt.

» Der Schlussel jedes Knotens ist mindestens so grol} wie die seiner beiden Kinder.

A=1[12,10,11,9,6,8,1,4,7,2,5, 3]
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Build-Max-Heap

1: function BuiLD-MAX-HEAP(A)

2: heap-grofie[A] := linge[A]

3: for i = [%J down to 1 do
4: MAX-HEAPIFY (A, 1)

1.
2
3
4:
D:
6.
7
8
9

10:
11:

. function MAX-HEAPIFY (A, 1)
: ¢ := links(%), r := rechts()
if ¢ < heap-grofie[A] und A[¢] > A[i] then
max := /¢
else
max := 1%
if r < heap-grofie[A] und A[r] > A[max| then
max :=r

if max # ¢ then
Vertausche A[max|und Ali]
MAX-HEAPIFY (A, max)
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Build-Max-Heap

Fertig!
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Heapsort

function SORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i <—length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und Ali]
heap-grofSe[A] < heap-grifie[A] — 1
MAX-HEAPIFY(A, 1)
end for
end function
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function SORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i «—length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und A[i]
heap-griofe[A] < heap-grife[A] — 1
MAX-HEAPIFY (A4, 1)
end for
end function
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Heapsort — Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SORT(A)

BUILD-MAX-HEAP(4) In der For-Schleife:

for i «—length(A) downto 2 do 1. Vertauschen: 0(1)
vertausche A[1] und A[i] 2' Vertauschen: 0(1)
heap-griofe[A] < heap-grife[A] — 1 ' i~
MAX-HEAPIFY(A4, 1) 3. Max-Heapify: 0(logn)

end for

end function Fur n lterationen ist das O(nlogn)
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Heapsort — Korrektheit

Heapsort ist ein Sortierverfahren. Frage: Welche Beweistechnik ist das?

Beweis:

» Zunachst benutzen wir einen Max-heap.
Das gibt uns das grofite Element an der ersten Stelle.
* In lteration i sind noch n — i + 1 Felder des Arrays aktiv.
« Angenommen, wir haben zu Beginn der Iteration i einen Max-Heap auf den aktiven
Feldern.
» Nach dem Tauschen des i grof3ten Elements nach hinten und nach Verkleinern des
Arrays:
= U.U. kein Max-Heap vorhanden.
» Aber: Jeder Knoten auf’er Wurzel erfullt Max-Heap Eigenschaft.
» Also: Max-Heapify auf Wurzelknoten reicht aus, um einen Max-Heap wiederherzustellen!
» Wir tauschen also in jeder Iteration das richtige Element nach hinten!
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