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4.6 AVL-Bäume
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4.8 Rot-Schwarz-Bäume

Idee: Verwende “Farben”, um den Baum vertikal zu 
strukturieren und zu balancieren!
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Definition 4.12 (Rot-Schwarz-Baum)
Ein binärer Suchbaum heißt Rot-Schwarz-Baum, wenn er folgende 
Eigenschaften erfüllt:
1. Jeder Knoten ist rot oder schwarz.
2.Die Wurzel ist schwarz.
3.Jedes Blatt (NIL) ist schwarz.
4.Wenn ein Knoten rot ist, sind seine beiden Kinder schwarz.
5.Für jeden Knoten enthalten alle Pfade, die an diesem Knoten 

starten und in einem Blatt des Teilbaumes dieses Knotens 
enden, die gleiche Anzahl schwarzer Knoten.

4.8 Rot-Schwarz-Bäume
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4.8 Rot-Schwarz-Bäume
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Satz 4.13
Ein Rot-Schwarz-Baum mit n Knoten hat Höhe O(log n).

4.8.1 Rot-Schwarz-Bäume

Beweis:
Durch Induktion: Jeder Teilbaum zu einem Knoten v 
der “Schwarz-Höhe” bh(v) hat mindestens (2^bh(v))-1 
innere Knoten.
• Klar für bh(v)=0 (Nil-Blatt)
• Für Knoten v mit bh(v)=h gibt es zwei Kinder mit 
jeweils Höhe h-1, deren Teilbäume nach Annahme 
mindestens (2^(h-1))-1 Knoten haben, also zusammen
(2^(h-1))-1 + (2^(h-1))-1 + 1 = (2^(h))-1 innere Knoten.
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4.8 Rot-Schwarz-Bäume: Einfügen
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4.8 Rot-Schwarz-Bäume: Löschen
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Satz 4.14
Ein Rot-Schwarz-Baum benötigt O(log n) für 
dynamische Operationen auf Datenmengen 
mit n Objekten - d.h. genauso lange wie ein 
AVL-Baum.

4.8.1 Rot-Schwarz-Bäume
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4.9 B-Bäume

Kontext: Speicherhierarchien mit 
unterschiedlich schnellen Zugriffszeiten

11



Definition 4.13 (B-Baum)
Ein B-Baum ist ein gerichteter Baum, der die folgenden Eigenschaften hat:

1. Jeder Knoten hat die folgenden Attribute:

a.  die Anzahl n[x] der in x gespeicherten Schlüssel,

b. die sortiert gespeicherten Schlüssel,

c. ein Boolscher Wert, der anzeigt, ob x ein Blatt ist.

2. Jeder innere Knoten enthält n[x]+1 Zeiger auf seine Kinder.

3. Die Schlüssel unterteilen die darunter stehenden Teilbäume nach Größe.

4. Alle Blätter haben gleiche Tiefe.

5. Jeder Knoten hat Mindest- und Maximalzahlen von Schlüsseln:

a.  Jeder Knoten außer der Wurzel hat mindestens t-1 Schlüssel.                                   
(Also hat jeder innere Knoten mindestens t Kinder.)

b.  Jeder Knoten hat höchstens 2t-1 Schlüssel, also höchstens 2t Kinder.

4.9 B-Bäume

t=3
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4.9 B-Bäume
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Füge “B” ein!

Füge “Q” ein!

4.9 B-Bäume: Einfügen
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Füge “Q” ein!

Füge “L” ein!

4.9 B-Bäume: Einfügen
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Füge “L” ein!

Füge “F” ein!

4.9 B-Bäume: Einfügen
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4.9 B-Bäume: Löschen

Lösche “F”!

Lösche “M”!
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Lösche “M”!

Lösche “G”!

4.9 B-Bäume: Löschen
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Lösche “G”!

Lösche “D”!

4.9 B-Bäume: Löschen
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Lösche “D”!

4.9 B-Bäume: Löschen
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Lösche “B”!

4.9 B-Bäume: Löschen
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Lösche “B”!

4.9 B-Bäume: Löschen
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Satz 4.14
Ein B-Baum der Höhe h benötigt zur 
dynamischen Datenverwaltung im 
schlimmsten Falle O(h) Plattenoperationen 
und O(t log  n) CPU-Zeit.

4.9 B-Bäume

t
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4.10 Heaps

Idee: Ordne Baum so, dass 
größere Elemente immer oben stehen!
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Definition 4.14 (Heap)
Ein gerichteter binärer Baum heißt binärer Max-Heap, wenn er folgende 
Eigenschaften erfüllt:
1. Jeder Knoten hat einen Schlüssel.
2. Ist h die maximale Distanz von der Wurzel, dann haben alle Ebenen 

i<h genau  2  Knoten.
3. Auf Ebene h sind die linken n - 2   +1  Positionen besetzt.
4. Der Schlüssel jedes Knotens ist mindestens so groß wie die seiner 

Kinder.
In einem Min-Heap sind Schlüssel höchstens so groß wie die von 
Kinderknoten.

4.10 Heaps

h
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4.10 Heaps: Umordnen
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4.10 Heaps: Bauen
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4.10 Heaps: Bauen
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4.10 Heaps: Bauen
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4.10 Heaps: Bauen
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Satz 4.14
Ein Max-Heap mit n Knoten kann in O(n) 
gebaut werden.

Da man O(log n) Operationen pro Level benötigt, ist 
klar, dass ein Max-Heap in O(n log n) gebaut werden 
kann. 
Da aber mehr Knoten auf niedrigerem Niveau sind, 
was weniger Arbeit erfordert, kann man diese 
Abschätzung noch verbessern:

4.10 Heaps: Bauen
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4.11 Andere Strukturen
4.11.1 Fibonacci-Heaps:
Heap-Struktur mit sehr schneller amortisierter Zugriffszeit.
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4.11 Andere Strukturen
4.11.2 Cache-Oblivious B-Trees:
Umgang mit großen Datenmengen bei unbekannter Cache-Größe

Michael Bender Erik Demaine Martin 
Farach-Colton
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Ende von Kapitel 4!

s.fekete@tu-bs.de

40


