Kapitel 5.6:
Nichtlineare Rekursionen

Algorithmen und Datenstrukturen
WS 2012/13

Prof. Dr. Sandor Fekete
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%6 Nichtlineare Rekursionen

%6.1 Logistische Rekursion

Wachstum proportional zu einer Grofle:

Tnt1 = (1+q)zy

Ergebnis: l

r, = (14 q)"xg
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5.9.1 Logistische Rekursion

Pierre-Francois Verhulst
(1804-1849)

Notice sur la loi que la population
pursuit dans son accroissement.

In: Corresp. Math. Phys.. 10, 1838, S. 113-121

“Notiz Gber das Gesetz,
das die Beviolkerung bei ihrem
Wachstum befolgt.”



5.9.1 Logistische Rekursion

Verhulst urspriinglich: Stetiger Prozess! '

Population size, N

Time

In Populationsdynamik beobachtet:
Diskreter Prozess!



5.9.1 Logistische Rekursion

Zuwachs durch Fruchtbarkeit: '

LIn+1 = 4fIn

Schwund durch Verhungern (etc.): l

Tnt+1 = qf(G — Zn)

Zusammen:

Lnt+l1 = quvmn(G — xn)
Normiert: '

P =0wa L —dy)



-----------------------------------------------------------------------

e B edoda e leldodondodeldodn e ool o N Ko Kol

77 iiiiiiizzzd

744

v/

74220444

7

Zu

7

R T R R R P AR R P R R R R T R R R R R R T R R R AR RN R R R P AR R R PR R RN YN R R R R RN R N R R R R R R R R R R R R R R T R R R R RN R R R R R R A R R R R R R R R R R R LR R R R RN L E TR R R B
--N-------------~NN-2

7

O



ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

e B edodadealeldododeadoldodo e ol o Ko N RN Kot

pt

0.05488
014523092
034758892
0.63495841
064900143
063783600
0.64680346
063965648
064538899
064081372
0.64448019
064155133
064389702
0.64202221
064352313
064232311
064328357
064251549
064313014 w0 |/ 0e
064263854 "=/

1
2
3
A
5
6
:
8
9

I E T P R R R R R R R N R N R R N R R R R R R R R R N A R R R R R R R A R R R P R R R A R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R D RN R R R R R R R R R R R R R R R R LR EE RN LA T R R R B
NG NS NG NG NS N NS NG N N IND Ny NS N INT NG ING N INT NG IS N N NG NS N NTD N NS N N N N N -2

77zz2/44

7222444

%

zzizzizzzizzzzziiizz;zzzzz;zz;;z:

--------



oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

e B edodadealeldododeadoldodo e ol o Ko N RN Kot

7070084/

Z

iz

7/

iz

2

x* X
0.2 03 04 05 06 07 08 09 1.0

0.1
0=0.0010

TN I TR N IO IO IITOIIOIIOONTTIOOITOETITEIOIOTOEOETTRTETTYTNTOTETETNTTYTOYNTOETOYTITITITETOETETTEIETOETETTETETEEEETTEOETEOETETEeEeTTyy SY3E 2

77/

S AT R



oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

e B edodadealeldododeadoldodo e ol o Ko N RN Kot

744

/4844444

77z

iz

7/

TN I TR N IO IO IITOIIOIIOONTTIOOITOETITEIOIOTOEOETTRTETTYTNTOTETETNTTYTOYNTOETOYTITITITETOETETTEIETOETETTETETEEEETTEOETEOETETEeEeTTyy SY3E 2

7

S AT R



oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

e B edodadealeldododeadoldodo e ol o Ko N RN Kot

7070084/

Z

iz

7/

iz

2

TN I TR N IO IO IITOIIOIIOONTTIOOITOETITEIOIOTOEOETTRTETTYTNTOTETETNTTYTOYNTOETOYTITITITETOETETTEIETOETETTETETEEEETTEOETEOETETEeEeTTyy SY3E 2

77/

S AT R



oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

e B edodadealeldododeadoldodo e ol o Ko N RN Kot

7070084/

Z

iz

7/

iz

2

TN I TR N IO IO IITOIIOIIOONTTIOOITOETITEIOIOTOEOETTRTETTYTNTOTETETNTTYTOYNTOETOYTITITITETOETETTEIETOETETTETETEEEETTEOETEOETETEeEeTTyy SY3E 2

77/

S AT R



-----------------------------------------------------------------------

e B edoda e leldodondodeldodn e ool o N Ko Kol

77 iiiiiiizzzd

744

v/

74220444

7

Zu

7

R T R R R P AR R P R R R R T R R R R R R T R R R AR RN R R R P AR R R PR R RN YN R R R R RN R N R R R R R R R R R R R R R R T R R R R RN R R R R R R A R R R R R R R R R R R LR R R R RN L E TR R R B
--N-------------~NN-2

7

O



-----------------------------------------------------------------------

: )
2 N
3! N
2 §
! )
h N
2 £(e(x)) \
: N\
: 10 §
3 X
z | \
2 = §
2 N
=z o §
3 N
g N
| \
i3 N
3 X
3. N
2 \
3 N
2 X
3. §
& N
2 N
3 N
3 N
2 §
2. §
2 N\
Y \
12 N
§ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 2 §
3\ §

O



oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

e B edodadealeldododeadoldodo e ol o Ko N RN Kot

7070084/

Z

iz

7/

iz

2

TN I TR N IO IO IITOIIOIIOONTTIOOITOETITEIOIOTOEOETTRTETTYTNTOTETETNTTYTOYNTOETOYTITITITETOETETTEIETOETETTETETEEEETTEOETEOETETEeEeTTyy SY3E 2

77/

S AT R



ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

e B edodadealeldododeadoldodo e ol o Ko N RN Kot

I E T P R R R R R R R N R N R R N R R R R R R R R R N A R R R R R R R A R R R P R R R A R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R D RN R R R R R R R R R R R R R R R R LR EE RN LA T R R R B
NG NS NG NG NS N NS NG N N IND Ny NS N INT NG ING N INT NG IS N N NG NS N NTD N NS N N N N N -2

244

772444

piziizziizzzizzzziiizzzizz;z;z;z

--------



5.9.1 Logistische Rekursion

Keinerlei Fixpunkte -
deterministisches Chaos:
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Edward Lorenz
(1917-2008)

5.9.1 Logistische Rekursion

Grenzen der Kausalitat!

Predictability: Does the flap of a
butterfly’s wings in Brazil set off a
tornado in Texas?

It hoS been sold something oS
small as the flutter of o butterfhy's
wing cof uitimately couse q fyphoon
halfway around the world.

~Chaos Theory-

r



5.9.2 Die Mandelbrotwmenge

Noch einmal quadratische Rekursion: '

2
It =2 € 25 =10

Fur welche Werte c bleibt das beschrankt?

c=-2:0,-222 ..

c=1/4:0,0.25,0.3125,0.3476, 0.3708, 0.3875, 0.4001, 0.4101, ...

Man kann das auf die logistische Iteration abbilden... |



5.9.2 Die Mandelbrotwmenge

Noch einmal quadratische Rekursion: '

2
It =2 € z0=0

Fir welche komplexen Werte c bleibt das beschrankt? '

Brooks & Matelsky
I (1978)



5.9.2 Die Mandelbrotwmenge

Besser aufgelost:

. Im|c]

Re|c]
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5.9.2 Die Mandelbrotmenge

Realteil auf die
logistische Iteration

abgebildet:




5.9.2 Die Mandelbrotwmenge

Farbig:




5.9.2 Die Mandelbrotwmenge

Ausschnitt: |
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5.9.2 Die Mandelbrotwmenge

Fractal Geometry of Nature
(1982)

THE FRACTAL GEOMETRY OF NATURE
Benoit B. Mandelbrot

Benoit Mandelbrot
(1924-2010)

Erste Dauerprofessur:
1999




' 5.5.3 Fraktale '

Mandelbrot How long is the coast line of Britain?
(1967)

3 — O |

MaRstab 200km: MaRstab 100km: MaRstab 50km:
2350km 2775km 3425km
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Niels Fabian Helge
Hartmut von Koch
(1870-1924)

Schneeflockenkurve

(1904)

' 5.9.3 Fraktale {
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Lange wachst um

Faktor 4/3
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Hausdorff-Dimension
des Randes:
log(4)/log(3)
= 1.2618595...
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5.9.9 Fraktale

Szierpinski-Dreieck:
Flache schrumpft um

Faktor 3/4 pro
Iteration

Hausdorff-Dimension
der Flache:
log(3)/log(2)
= 1.5849625...



5.9.9 Fraktale

Fraktale in
der Natur:

Romanesco




5.9.9 Fraktale

Eiskristalle
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Fraktale in
der Natur




5.5.9 Fraktale

Fraktale in
der Natur

Adhasionsmuster



5.5.9 Fraktale

Fraktale in
der Natur:

Muster elektrischer Entladung
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5.5.9 Fraktale

Farn (nicht echt)
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“Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines

77

are not circles, and bark is not smooth, nor does lightning
travel in a straight line.” - Mandelbrot
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Stanislaw Ulam
(1909-1984)

John von Neumann
(1903-1957)

5.94 Zellulare Automaten

Previous Cells— —bm E E E m ﬂ
f\ Ff‘a“-’. l- ;ll

O O O 1 1 1 1 O

“Rule 307
(0*128+0*64+0*32+1%*16+1*8+1*4+1*2+0*1
=30)




5.94 Zellulare Automaten

Rule 30
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Stephen Wolfram
(1959-)

5.94 Zellulare Automaten

TTH e || anlin T Jin mlinn linnn
] n m N n n ]
0 1 1t 0 1 1 1 0
Rule 110

Matthew Cook (1998):
Rule 110 ist “universell”



John Conway
(1937-)

at

£

f.E

9.54 Zellvldre Automaten

Game of Life:

(1970)

. Jede Zelle lebt oder ist tot.

Jede Zelle hat 8 Nachbarn.

. Eine lebende Zelle mit weniger als

zwei lebenden Nachbarn stirbt.

. Eine lebende Zelle mit mehr als

drei lebenden Nachbarn stirbt.

. Eine lebende Zelle mit zwei oder

drei lebenden Nachbarn lebt
weilter.

. Eine tote Zelle mit genau drei

lebenden Nachbarn wird lebend.



5.94 Zellulare Automaten
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%6 Nichtlineare Rekursionen

e Die Welt ist nichtlinear!

e Nichtlinearit:it birgt viele Uberraschungen!




Demnachst mehr!
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