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Schach

Kann Weif3 in dieser Stellung immer gewinnen?

Zur Beantwortung dieser Frage, miisste man
folgendes entscheiden:

* Esgibteinen Zug fiir Weif3, sodass

* Fiir alle Ziige von Schwarz

* Ein Zug fiir Weif? existiert, sodass

» Fur alle Ziige von Schwarz

* Ein Zug fiur Weif3 existiert, sodass

* Sodass Weifd Schwarz schachmatt setzt.

o,V A3V, Axs Vg Ax, Vg o Xt (X4, oo, ) = 1

1L

oVl
”?-:3‘1 3+ Technische
B A %i Universitit Arne Schmidt | Theo 2 | Seite 2
7 Braunschweig

v‘?‘i o
Lhald bt
T, v g¥

Onscw



Heute

Ganz schon viele
Quantorenwechsel

Konnen wir das
auch mit (3)Sat
machen?
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Kapitel 12 - PSPACE und der Satz von Savitch
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Kapitel 12.1 - QBF ist PSPACE vollstindig
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Quantified Boolean Formula

Definition 12.1
Eine quantifizierte Boolsche Formel ist von der Form

F=0Q.x1 ..0,%,:G(xq, ..., X),
wobei Q; € {V, 3} Quantoren sind und G eine Boolsche Formel mit Variablen x;, ..., x,, ist.

Der Prafix Q;x; ... Q,,x,, heifd3t auch Quantorenblock von F.

Der Wahrheitswert von F wird rekursiv bestimmt. Dazu sei
Fx,=faise) = Q2%7 ... Qnxp: G(false, x,, ..., xp)
Fx,=true) = Q2X3 ... Quxy: G(true, x,, ..., Xy,)

Dann ist F wahr wenn:

* Q1 =VundF(y, —raise) N F(x,=true) iSt wahr

* Q1 =3undF(y,=raise) V F(x,=true) ist wahr
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Beispiel 12.2

Welche der folgenden Formeln haben den Wahrheitswert true?
Fi=vVxdy:(x © y)
F, =3xVy:(x © y)

F; ist true:
Egal wie wir x wahlen, mit y = x ist die Bedingung erfiillt.

F, ist false:
Egal wie wir x wahlen, spatestens mit y = —x scheitert die Formel.

Bemerkung 12.3
SAT ist ein Spezialfall von QBF mit nur Existenzquantoren (und in CNF).
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Komplexitit von QBF

Theorem 12 .4
QBF ist PSPACE-vollstandig.

Beweis cn tor Tafel.

Skizze fiir PSPACE-schwere:
Transformiere eine polynomiell-platzbeschrankte NTM in eine QBF mit quadratischem blow-up.
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Nicht-Determinismus

Damit haben wir
ein Masterproblem
fiir PSPACE

Was ist mit
NPSPACE?
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Kapitel 12.2 - Satz von Savatch
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Satz von Savitch

Theorem 12.5
Sei s: N — N eine Platzschranke mit s(n) = logn fiir alle n. Es gilt
NSPACE(s) € DSPACE(s?)

Beweis cn tor Tafel.

Korollar 12.6
Es gilt PSPACE = NPSPACE und EXPSPACE = NEXPSPACE.

Bemerkung 12.7
Der Satz von Savitch beweist nicht L = NL!
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Kapitel 12.3 - Ein paar PSPACE-vollstindige Probleme
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Regulare Sprachen

Universality
Gegeben: Ein endlicher Automat A iiber dem Alphabet X.
Frage: Gilt L(A) = X*?

Equivalence

Gegeben: Zwei endliche Automaten A und B.
Frage: Gilt L(A) = L(B)?

Inclusion
Gegeben: Zwei endliche Automaten A und B.
Frage: Gilt L(A) C L(B)?
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Robot Motion Planning

BAMNANNNNN

Jacob T. Schwartz On the Piano Movers’

Couan {nsital of Mathematicat Sciences Problem: III. ——

Mew York l_lj'l.n.':mly . . 7 _f’ \\.

New York, New York 10012 Cﬂurdmatmg thE / . ! v.IB: B 5

e r . @b . ' g 2 '

s Motion of Several %’ N

T Aviv, et Independent Bodies: Z -,
The Special Case of r ) 7
Circular Bodies o’

Moving Amidst
Polygonal Barriers

Polynomialzeit-Algorithmus bzgl. Komplexitat der Umgebung, aber exponentiell in Anzahl Roboter.
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TILT Rekonfiguration

Roboter bewegen sichdurch Kippbewegungen in die gleiche Richtung.

(a) Sections of Gadgets (b) Paths of the State Tile (c) Paths of the Robot Polyomino
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Rush Hour
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Spiele

Classic Nintendo games are (computationally) hard

Greg Aloupis ', Erik D. Demaine °, Alan Guo ”*2, Giovanni Viglietta

4 Chargé de Recherches du FNRS, Département d’Informatique, Université Libre de Bruxelles, Belgium
b MIT Computer Science and Artificial Intelligence Laboratory, 32 Vassar St., Cambridge, MA 02139, USA
¢ School of Electrical Engineering and Computer Science, University of Ottawa, Canada

Darunter unter anderem:
* Legend of Zelda
* Donky Kong Country

“(Wie) gelange ich zum Ende des Levels?”
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Mehr Literatur

Games, Puzzles, and Computation
by
Robert Aubrey Hearn

Submitted to the Department of Electrical Engineering and Computer Science
on May 23, 2006, in partial fulfillment of the
requirements for the degree of
Doctor of Philosophy in Computer Science

Games, Puzzles,
&Computation

COMPUTATIONAL
INTRACTABILITY

A GUIDE TO ALGORITHMIC LOWER BOUNDS
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Nachstes Kapitel

Hierarchiesatze

Welche Inklusionen
sind echt?
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Inklusionen

Zur Erinnerung

Theorem 7.32
Die robusten Komplexitatsklassen bilden eine aufsteigende Kette,
L € NL € P € NP € PSPACE € NPSPACE <€ EXP € NEXP € EXPSPACE <€ ---

Kann tiberall
Gleichheit gelten?

Oder muss irgendwo
eine echte Teilmenge
existieren?
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Heute

Zur Erinnerung

Theorem 7.32
Die robusten Komplexitatsklassen bilden eine aufsteigende Kette,
L € NL € P € NP € PSPACE € NPSPACE <€ EXP € NEXP € EXPSPACE <€ ---

N
Wir zeigen heute: Es kann nicht

uberall Gleichheit gelten.

J .

Wir wissen nur nicht, wo in dieser
Kette echte Teilmengen existieren.

J/
N
Genauer zeigen wir:
NL & PSPACE & EXPSPACE,
P ¢ EXP, NP & NEXP )
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Kapitel 13 - Hierarchiesatze
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Klein-o-Notation

Definition 13.1
Zu einer Funktion f: N — N ist

o(f)={g:N->N|VvmeN,Inyg e N:vn = nym-gn) < f(n)}
die Klasse der Funktionen, die asymptotisch echt kleiner als f sind.

Beispiel 13.2:

e n? €013 undn? € o(n?), aber n? ¢ o(n?)

e 2" € 0(3M)

* logn € o(n), und sogar log®(n) € o(nb) fiir bel. a, b € R*
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Platzkonstruierbarkeit

Definition 13.3

Eine Funktion f: N — N heifdt platzkonstruierbar, wenn

« VneN: f(n) =logn

* Eseine TM M mit read-only Eingabe und write-only Ausgabe gibt, die auf Eingabe y der
Lange |y| eine Ausgabe der Lange f(|y|) zurtickgibt und Platzverbrauch (auf den
Arbeitsbandern) O(f) hat.

Beispiel 13.4:
Die folgenden Funktionen sind platzkonstruierbar

2 3
logn,n,n?,n3,..,2"%, 2", 2", ..
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Platzhierarchiesatz

Satz13.5
Essei f:N — N platzkonstruierbar. Dann gilt

DSPACE(o(f)) ¢ DSPACE(0(f))

Beweisskizze:

*  Gib eine Sprache £(M) € DSPACE(0(f)) \ DSPACE(o(f)) an.
« Konstruiere dazu Maschine M mit Platzverbrauch O(f).

« Zeige dann, L(M) ¢ DSPACE(o(f)) mittels Diagonalisierung
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Folgerungen

Korollar 13.6

Es gilt

a) L & PSPACE

b) PSPACE & EXPSPACE

c) Fiirjedes k € N: DSPACE (o(nk)) C DSPACE (O(nk+1))

Mit dem Satz von Savitch und dem det. Hierarchiesatz ergibt sich:

Korollar 13.7
Essei f: N — N platzkonstruierbar. Dann gilt

NSPACE(o(f)) € NSPACE(O(f - f))

Korollar 13.8
Es gilt NL. & NPSPACE = PSPACE
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Zeithierarchiesatz

Satz 13.9
Essei f: N — N zeitkonstruierbar und g eine Funktion mit g(n) log g(n) € o(f). Dann gilt
DTIME(g) < DTIME(f)

Beweis ahnlich wie fiir den Platzhierarchiesatz.

Korollar 13.10
Es gilt

a) P& EXP

b) NP & NEXP

¢) Firjedes k € N:DTIME (0(n¥)) & DTIME (0(n**"))
Damit gibt es bspw. keine Konstante k € N, sodass P = DTIME (O(nk))
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Probleme in EXP

Welche Probleme
lassen sich nicht in
Polyzeit 16sen?

Jedes EXP-vollstandige Problem!
Darunter:
Schach auf einem n X n Brett.

Sl
o™,

S|t Technische
B %i Universitit Arne Schmidt | Theo 2 | Seite 28
7 Braunschweig

v‘?‘i o
Lhald bt
T, v g¥

Onscw



Das Ende!

Vorlesungszeit
endet

Klausurenphase
beginnt
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Morgen

Zusammenfassung
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