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Kapitel 3.2 - Entscheidbarkeit
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Entscheidbarkeit

Okay, es gibt berechenbare und
nicht-berechenbare Funktionen.

Wie sieht das mit
Sprachen aus?

Konnen wir immer
entscheiden, ob ein Wort
zu einer Sprache gehort?
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(Semi-)Entscheidbarkeit

Definition 3.14
Eine Menge A € X" ist entscheidbar, wenn die totale charakteristische Funktion y4 von A mit

x4 2F > {0,1}
W 1, fallsw € A
0, sonst

berechenbar ist.

Eine Menge A ist semi-entscheidbar, wenn die partielle charakteristische Funktion y, von A
mit
xy: X2° =, {1}
W 1, fallsw € A
undef, sonst

berechenbar ist.
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Wortproblem

Sprachen werden in der Literatur oft mit Entscheidungsproblemen identifiziert:

Wortproblem zu A:
Gegeben: Wortw € X*
Frage: Ist w ein Element von A?

©

© P

w —* Algorithmus w —{ Algorithmus

Entscheidbar Semi-Entscheidbar
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Zusammenhang zu Turing-Maschinen

Turing-Maschinen sind
zunachst nur Semi-Entscheider!

Konnen wir TMs etwas
anpassen, dass sie auch
,Entscheider” werden konnen?

Statt (Q, %, T, qo, 6, Qr) benutze die Form (Q, % T,90,6, Quces qrej),
also jeweils:

* Ein eindeutiger akzeptierender Zustand q..

* Ein eindeutiger abweisender Zustand q,.;.

Diese nennen wir auch Haltezustande.
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Haltezustinde

Z Diese Definition von TMs ist nicht schwacher!
2

! Diese TMs halten in einer akzeptierenden oder abweisenden

Konfiguration.
J

Diese TMs konnen also: )
1. Nach endlich vielen Schritten das Wort akzeptieren.

2. Nach endlich vielen Schritten das Wort abweisen.

3. Unendlich lange laufen, ohne eine Haltekonfiguration zu

erreichen - sie loopen. )
Bemerkung zu NTMs: )
Wir konnen auch in Zustianden stecken bleiben!
L" Es reicht aber, wenn es einen Pfad zum akzeptierenden
Zustand gibt, um das Wort zu akzeptieren. Y,

1Ly
AT

,ﬁ % Technische
3% %55 Universitit Arne Schmidt | Theo 2 | Seite 7
B

e -
%+~ Braunschwei
Togon 8



Entscheider

Proposition 3.16
Eine Menge A € X" ist genau dann semi-entscheidbar, wenn es eine Turing-Maschine M mit
A = L(M) gibt.

Definition 3.17
Wir nennen eine Turing-Maschine M = (Q, %, T, qo, 8, Gucc, Grej) total oder einen Entscheider,
wenn jede Berechnung von M zu jeder Eingabe x nach endlich vielen Schritten halt.

Proposition 3.18
Eine Menge A € X* ist genau dann entscheidbar, wenn es einen Entscheider M mit A = L(M)

gibt.
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Entscheidbare Mengen

Kann man feststellen, ob eine
Turing-Maschine ein
Entscheider ist?

Wir sehen spater: Das ist ein unentscheidbares Problem!
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Bemerkung 3.19

Bereits bekannte Theoreme und Lemma gelten auch fiir Entscheider:

* Zujedem nicht-deterministischen Entscheider M existiert ein deterministischer
Entscheider M' mit L(M) = L(M").

* Zujedem Mehr-Band-Entscheider M, existiert ein Ein-Band-Entscheider M’ mit
L(M,) = L(M").

e Zujedem Entscheider M« mit beidseitig unendlichem band existiert ein
Entscheider M’ mir rechts unendlichem Band und £L(M<) = L(M').
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Kontextsensitive Sprachen

Lemma 3.20
Jede konstextsensitive Sprache L(G) ist entscheidbar.

Beweis: Siehe Kapitel 1.
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Hilfssatz fiir entscheidbare Sprachen

Theorem 3.21 .
Eine Sprache A € X" ist genau dann entscheidbar, wenn A und A semi-entscheidbar sind.

“=": Klar.

[ ”»
.

&
Sei M, eine TM (Semi-Entscheider) fiir 4, und Mz eine TM fiir A.
Betrachte folgenden Algorithmus:

Eingabe: w € X*
Fori=1,2, 3...

if (M4 akzeptiert Eingabe w in hochstens i Schritten) then return 1 ) )
Dies lasst sich als TM /

Entscheider verpacken!

if (M 7 akzeptiert Eingabe w in hochstens i Schritten) then return 0
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Zusammenhang der Terminologie

Rekursiv aufzahlbare
Sprachen

Charakteristische
Funktion

semi-entscheidbar

Gibt es konkrete
unentscheidbare
Sprachen?
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Rekursive Sprachen

Definition 3.22
Eine Sprache A € X" ist rekursiv aufzahlbar, wenn A = @ gilt, oder es eine totale, berechenbare
Funktion f:N — X* gibt mit A = {f(0), f(1),...} = {f(i) | i € N}.

Wir sagen, dass A von f rekursiv aufgezahlt wird.

Eine Sprache A € X* ist rekursiv, falls sowohl 4 als auch A rekursiv aufzihlbar sind.

Bemerkung: Beachte, dass f(i) = f(j) fiir i # j erlaubt ist.

Theorem 3.23
Eine Sprache A € X" ist genau dann rekursiv auszahlbar, wenn sie semi-entscheidbar ist.

Beweis: Tafel!
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Rekursive Sprachen

Korollar 3.24
Eine Sprache A € X" ist genau dann rekursiv, wenn sie entscheidbar ist.

Korollar 3.25
Sei A € X" eine Sprache. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

1. Aistsemi-entscheidbar.

2. Aistrekursiv aufzahlbar.

3. Esgibteine TM M mit L(M) = A.

4. Es gibt einen Aufzahlungsalgorithmus fiir 4, d.h. 4 ist der Wertebereich einer totalen
berechenbaren Funktion f: N — X%,

5. xJ istberechenbar.

6.

A ist der Definitionsbereich einer partiellen berechenbaren Funktion g: X* —, X3.
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Abzahlbar vs. Aufzahlbar

Abzahlbar
Jedem Element kann einer Zahl aus N
zugewiesen werden.

Beispiele:

1. N,Q,Z sind abzahlbar.

2. Jede Sprache A € X* ist abzahlbar.

3. X" istabzdhlbar.

4. Jede Teilmenge einer abzahlbaren
Menge ist wieder abzahlbar.

5. R,P(N) sind nicht abzahlbar.

6. Die Menge aller Sprachen ist nicht

abzahlbar.

Aufzahlbar

Es gibt nicht nur eine Abzahlung,
sondern die Abzdahlung muss als
Algorithmus implementierbar sein.

Beispiele:

1. X istrekursiv aufzahlbar.

2. Esexistieren Sprachen A € X%, die
nicht semi-entscheidbar und damit
nicht rekursiv aufziahlbar sind.
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Uberblick
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Die nichsten Male

Gibt es konkrete
unentscheidbare
Sprachen?

Wie zeige ich
Unentscheidbarkeit?
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