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Hinweise:

- Bitte das Deckblatt in Druckschrift vollstdndig ausfiillen.
- Die Klausur besteht aus 13 Bléttern, bitte auf Vollstédndigkeit tiberpriifen.
- Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betragt 120 Minuten.

- Eigenes Papier ist nicht erlaubt.

- Die Riickseiten der Blétter diirfen beschrieben werden.

- Antworten, die nicht gewertet werden sollen, bitte deutlich durchstreichen.

- Kein Tippex verwenden.

- Werden mehrere Antworten gegeben, werten wir die mit der geringsten Punktzahl.
- Mit Bleistift oder in Rot geschriebene Klausurteile konnen nicht gewertet werden.

’ Aufgabe \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 \ 5 \ 6 \ 7 ‘ ’ )y ‘
Max 10 15 22 12 10 21 10 100
Erreicht
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Aufgabe 1: Kurzfragen (5*2 Punkte)

a) Seien f eine Flache und e eine Kante in einer DCEL. Welche Aussagen sind korrekt?
O IncidentFace(OuterBoundary(f)) = f
O OuterBoundary(IncidentFace(e)) = e
O InnerBoundary(IncidentFace(e)) = e
b) Welche Aussagen zu einem kd-Tree auf einer k-dimensionalen Punktmenge sind korrekt?
0 Die Hohe des Baumes in O(log n).
O Der Speicherbedarf ist in O(n).
O Der kd-Tree kann in Zeit O(nlogn) erstellt werden.
c) Betrachte die Triangulation 7 (.A) fiir ein Arrangement A. Welche Aussagen sind korrekt?
O Jede Fliache in T(A) (auch die unbegrenzte Flache) bertihrt exakt 3 Knoten.
O Jeder Knotengrad in 7 (A) ist mindestens 3.
00 Man kann immer 3 Knoten in 7 (A) auswéhlen, die untereinander nicht adjazent sind.

d) Seien P; und Py zwei Polygone mit ny bzw. ny vielen Knoten. Welche Aussagen zu
Minkowski-Summen sind korrekt?

O Py @ P, kann in Zeit O(ny + ng) bestimmt werden.

0 Sind P; und P> konvex, dann ist auch P; @ P> konvex.

0 Sind P; und Ps Dreiecke, dann ist auch P; @ P> ein Dreieck.
e) Welche Aussagen zum Art-Gallery-Problem sind korrekt?

0 Die Kardinalitédt eines grofiten unabhdngigen Witness-Sets entspricht der Kardinalitat
eines kleinsten Guard-Sets

O |§] Vertex-Guards sind manchmal notwendig und immer ausreichend.

0 Decken Guards den Rand eines Polygons ab, so ist das gesamte Polygon abgedeckt.
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Aufgabe 2: Range Queries (54446 Punkte)

a) Betrachte die Punktmenge P in Abbildung 1. Zeichne den kd-Tree zu P, indem die
Trennlinien in die Abbildung gezeichnet werden und die Graphenstruktur angegeben wird.
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Abbildung 1: Oben: Punktmenge P. Unten: Dazugehdériger kd-Tree.

b) Fiithre eine Range-Query mit Rechteck R = [0,10] x [0,10] und dem kd-Tree aus Teil
a) aus. Liste alle in R enthaltenen Punkte auf und beschrifte die abgelaufenen Knoten
folgendermafen:

(C) Der Bereich vom Knoten ist vollstandig in R enthalten.
(S) Der Bereich vom Knoten schneidet R (aber nicht komplett enthalten).
(X) Der Bereich vom Knoten schneidet R nicht.

In R enthaltene Punkte:
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¢) Angenommen, wir fithren mit einem kd-Tree eine Range-Query mit einem Dreieck mit
zwei achsenparallelen Seiten anstatt einem Rechteck aus.

Zeige: Die Range-Query mit Dreiecken benotigt im Worst-Case Q(n) Zeit, selbst wenn
keine Punkte im Dreieck liegen und die Punkte in allgemeiner Lage sind.
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Aufgabe 3: Lokalisierung (7434646 Punkte)

a) Betrachte die Menge an drei Segmenten S in Abbildung 2 (unten). Skizziere die Trape-
zoidal Map in die Abbildung zu jedem neu eingefiigten Segment und gib die zugehorige
Suchstruktur D(S) an.
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Abbildung 2: Links: Inkrementell eingefiigte Kanten. Rechts: DAG der Trapezoidal Map.

b) Zeichne einen Punkt z in die Abbildung 2 mit den zwei Segmenten, sodass der Suchpfad
bzgl. z dem lédngsten Suchpfad in D(S) entspricht. Gib aulerdem den Suchpfad bzgl. z an.
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c) Sei S eine Menge von n nicht-schneidenden Segmenten in allgemeiner Lage. Argumentiere
mit Hilfe eines Plane-Sweeps, dass es hochstens 3n + 1 viele Trapeze in der Trapezoidal
Map geben kann.

(Hinweis: Es darf angenommen werden, dass die Segmente keinen gemeinsamen Endpunkt haben.)

d) Sei P = (p1,...,pn) ein konvexes Polygon.

Zeige: Das Entscheidungsproblem, ob ein gegebener Punkt ¢ € R? innerhalb von P liegt,
kann in Zeit O(logn) Zeit gelost werden.

Seite 6 / 13



Aufgabe 4: Motion Planning (646 Punkte)

a) Betrachte den Work-Space mit Hindernissen Cy, Co, C3 in Abbildung 3. Darin soll ein entlang
des Vektors (z, y) verschobener Roboter R(z, y) bewegt werden, wobei R(0,0) das Polygon
mit Knoten (1,0),(0,1), (—1,0), (0,—1) ist. Markiere den freien Configuration-Space in
Abbildung 3.
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Abbildung 3

b) Ein Punktroboter soll sich im Work-Space aus Abbildung 4 bewegen. Zeichne die Roadmap
in die Abbildung ein und markiere darauf einen Pfad vom Startpunkt s zum Zielpunkt .

Abbildung 4
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Aufgabe 5: Polyederformel (446 Punkte)
Sei A ein Arrangement mit n Knoten, m Kanten und f Flachen. Aus der Vorlesung kennen wir
die Polyederformel:

n—m+f>2

a) Zeige: In A gilt f < 2n — 4.

b) Zeige: Wenn jeder Kreis von Kanten in A gerade Léange besitzt, dann existiert in A einen
Knoten vom Grad héchstens 3.
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Aufgabe 6: Art Gallery Problem (34+4+46+48 Punkte)

a) Skizziere das Sichbarkeitspolygon des Punktes p in Abbildung 5.

Abbildung 5

b) Betrachte das Polygon in Abbildung 6. Zeichne dort ein kleinstmégliches Point-Guard Set
(als Punkte) ein. Fiige zusétzlich ein unabhingiges Witness Set (als Kreuze) ein, um zu
zeigen, dass dein Guard Set tatséchlich minimal ist.

Abbildung 6
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c) Fiir ein gegebenes Polygon P bezeichne g,(P) (bzw. gy (P)) die kleinste Anzahl von
Point-Guards (bzw. Vertex-Guards), mit der P vollstdndig tiberwacht werden kann.

gvgg gilt, d.h. manchmal sind

Zeige: Fiir jedes ¢ € N gibt es ein Polygon P, sodass ¢ < .
deutlich mehr Vertex-Guards als Point-Guards erforderlich.
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d) Ein Polyomino der Grofie n ist eine zusammenhéngende Fliche, die aus n kantenwei-
se verbundenen Einheitsquadraten besteht (siehe Abbildung 7). Wir referenzieren die
Einheitsquadrate anhand ihres jeweiligen Mittelpunktes (z, y). Ohne Beschréankung der
Allgemeinheit sei (z,y) € N2. Ein auf (z,y) platzierter Turm-Guard sieht intuitiv alle
Quadrate in vertikaler und horizontaler Richtung, bis er an die Grenze des Polyominos
gerit. Genauer gesagt sind das die Quadrate in

Vis(z,y) ={(z4+c¢,9) | 0<c<ca}U{(z—cy) |0< c< e}
U{(z,y+¢)|0<c<c}U{(z,y—¢)|0<c< ey},

wobei ¢y, ¢o, 3, ¢4 jeweils groftmoglich gewéhlt sind, sodass jedes Quadrat in Vis(z, y) im
Polyomino enthalten ist. In Abbildung 7 ist ein beispielhafter Turm-Guard mit Sichtbar-
keitsbereich dargestellt. Ein Polyomino ist vollstindig tiberwacht, wenn jedes Quadrat von
mindestens einem Turm-Guard gesehen wird.

Zeige fiir beliebiges n € N: Jedes Polyomino der Gréle n kann mit | 4| Turm-Guards
vollsténdig {iberwacht werden. Zusétzlich gibt es ein Polyomino der Gréfle n, in dem
mindestens | § | Turm-Guards erforderlich sind.

[ |

Abbildung 7: Ein Polyomino mit zwei Lochern. Der Sichtbarkeitsbereich des Turm-Guards, dargestellt
als schwarzer Punkt, ist dunkel-grau markiert.
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Aufgabe 7: Sweep Line (10 Punkte)
Betrachte das folgende Skyline-Problem:

Gegeben: n Rechtecke der Form R; = (¢, z,, h) mit Start z;, Ende x, und Hohe h

Gesucht: Eine Menge von Tupeln (Xj, H;), an welchen Punkten Xj sich die Hohe des hochsten
Rechtecks auf H; > 0 dndert.

Als Beispiel betrachte die Instanz aus Abbildung 8 mit den Rechtecken Ry = (0,2,7), Ry =
(1,5,5), Ry = (4,10,4), Ry = (6,9,7) und R5 = (11,13, 7). Die Skyline lisst sich dann beschreiben
durch die Tupel (0,7),(2,5),(5,4), (6,7),(9,4), (10,0), (11,7), (13,0).
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Abbildung 8: Oben: Menge von Rechtecken. Unten: Skyline (fette Linie) mit den gesuchten Punkten.

Gib einen Sweep-Line-Algorithmus an, der dieses Problem in O(nlogn) Zeit 16st. (Hinweis: Achte
darauf, dass zwei Rechtecke gemeinsame Start- bzw. Endpunkte besitzen kénnen.)
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Viel Erfolg ©
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