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Branch & Bound — wie war das doch gleich?

ﬂllﬂﬂll
Bl " s 7 =28

n a e ia e Enumerationsbaum:
0
x; = 1. Das i-te Element ist Teil der Losung
x; = 0: Das i-te Element ist nicht Teil der LOsung
x1 T1
Z2 T2 Z2 T2
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Branch & Bound — wie war das doch gleich?

ENTSCHEIDUNGS

SILLyy,
o ol

o‘:}i +  Technische N
B A %i Universitit Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | Ubung #3 | B&B & ETSP | Seite 6

L o -
%545 Braunschweig
Oncon®

sc@




Branch & Bound — wie war das doch gleich?
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Branch & Bound — wie war das doch gleich?

4 )
Obere Schranke:
0 Maximal moglicher Zielfunktionswert im Teilbaum
Untere Schranke:
Nsher erreichter Zielfunktionswert im ganzen Baum
& J

N
1

Teste fur jeden Teilbaum:
/\ Obere Schranke < Untere Schranke

op) - Dann abschneiden!

/\ /\ )

3 T3
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Brancr Algorithmus 3.1 Branch-And-Bound als Unterroutine

Eingabe: z21,...,2n,Z,p1,...0n (global: Kosten/Nutzenwerte, Kostenschranke)
P (global: bester bekannter Lésungswert)
Allgem / (néichster Index, iiber den verzweigt werden soll)
j=0b;fir j=1,...,4 — 1 mit b; € {0,1} (bislang fixierte Binérvariable)
1. [Tes -1 -1
— Ausgabe: maxq > bjp; + Z:}:Jpj | 22 bjzj + ijzj < Z,xz; € {0,1}
2. |Sct S .
|~ 4 Also: Losung des Knapsackproblems mit den ersten £ — 1 Variablen fixiert
3 U_p< L: proce(%illre BRANCH-AND-BOUND(¥)
—1 2 if (3 bjz; > Z) then return > unzuléssig
4. |Prd j=1
1 3 Compute L := LB(b1,...,bs_1)
5. Ver u« if L > Pthen P:=1L > Losungswert verbessert
! if (¢ > n) then return > Blatt im Baum erreicht
6: U:=UB(b,...,bi—1) > (Obere Schranke berechnen)
7 if (U > P) then
8: bg := 0; BRANCH-AND-BOUND(4 + 1);
9: by :=1; BRANCH—AND—BOUND(E + 1); Der B&B Pseudocode
‘?s%f IB’EEEEEE.E : return aus dem Skript
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Branch & Bound P

X4 X4 X4 X4 X4 X4

Allgemein (an Baumknoten):

1. |Test auf Zulassigkeit

MAXIMUM KNAPSACK

r

A
-1
z biZi < YA
i=1

Schranken berechnen

Prufe auf Pruning

2
3. |Update globale Schranke
4
5

Verzweigen falls notig

Herausforderungen

Finde gute Schranken, d.h. finde kleine
obere und groRe untere Schranken.

5,

U= UB(I,bl, ""bf—l)
L= LB(I, bl' ...,b,g_l)

P = max(P, L)

U < P = ignoriere Teilbaum

1. Betrachte Fall b; =0

2. Betrachte Fall b; =1
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Branch & Bound — Schranken fur Maximum Knapsack

Obere Schranke:

U = UBU,by, ..., by_1) Greedy fur Fractional Knapsack

L= LB(I, bl’ ey b,g_l)

112 ]3]4]5
Pl 1 5 18 16 o

Herausforderungen Bl « s 1 15 7
Finde gute Schranken, d.h. finde kleine X; 1 1 05 0 O
obere und groRe untere Schranken.

ALy,
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Branch & Bound — Schranken fur Maximum Knapsack

Obere Schranke:

U= UB(I, bl' ""bf—l)
L= LB(I, bl’ ...,b,g_l)

Greedy fur Fractional Knapsack
—> Ergebnis abrunden

(denn wir arbeiten nur mit ganzen Zahlen)

Untere Schranke:

GREEDYO (fur Maximum Knapsack)

i1 ]2]3]4
5

18 16 9

B

Herausforderungen

obere und groRe untere Schranken.

Finde gute Schranken, d.h. finde kleine

Bl <« 6 1 15 7

1 1 0 0 1
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Wie Schranken berechnen mit Fixierungen?

i1 l2 ]3] a]5
11 5 18 16 O
Bl + 6 1 15 7

o O Y

Z =125
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Wie Schranken berechnen mit Fixierungen?

i1 l2]3]4a]5
11 5 18 16 O
Bl + 6 1 15 7
x 0 1 2?2 7?2 ?
-

fixiert

Z =125

Greedy mit Fixierungen?

- Kriegen wir hin ;)
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Wie Schranken berechnen mit Fixierungen?

il 21345
5 18 16 9
Bl s 1 15 7

xio1 ?2 7?7 7

\-—~—/
fixiert
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Wie Schranken berechnen mit Fixierungen?

ImEEEETEEE .
5 18 16 9

Solution + 6
Bl s 1 15 7

xio1 ?2 7?7 7

\-—~—/
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Wie Schranken berechnen mit Fixierungen?

mEerEE .
18 I Solution + 6

Bl s 5 7

X 0?7?77
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Rolle der jeweiligen Schranken

Bei Maximierungsproblemen (bei Minimierung genau umgekehrt):

» Untere Schranke: Global, entspricht bester bisher gefundener Losung

» Obere Schranke: Lokal, beschrankt Wert bester moglicher Losung im aktuellen Teilbaum
* Untere Schranke: Gibt uns am Ende die optimale Losung

* Obere Schranke: Hilft, den Baum kleiner zu halten

Woflir berechnen wir Schranken an Baumknoten?
 Obere Schranke: Prufen, ob wir diesen Knoten weiter betrachten mussen

* Untere Schranke: Fruhzeitiges Erkennen von neuen, moglicherweise besseren Losungen
(streng genommen optional)

* Innere Knoten des Suchbaums: Partielle Zuweisung der Variablen
« Blatter: Vollstandige Zuweisungen der Variablen (also potentielle Losungen)
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Branch & Bound — Beispiel

ﬂllﬂ-llﬂ Z =33

5 13
6 13 16 7

Hier bereits sortiert, voll praktisch!®

Menge Wert

P =34
P>U " unzul.

Blatt unzul.
Wert: 33
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Branch & Bound — Beispiel

ﬂllﬂ-llﬂ Z =33

5 13
6 13 16 7

Hier bereits sortiert, voll praktisch!®

U= 32 Menge Wert
{1,2,3} 33
P =34 {1,3,5} 34

P>U " unzul. unzul.

Blatt unzul.
Wert: 33
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Fragen?
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Wie durchlauft man den B&B-Baum am schlausten?

Die eben vorgestellte Variante ist das, was wir
in Hausaufgaben und Klausur sehen wollen.

Aber das sind nur die Grundlagen! Beim Design
von B&B-Algorithmen hat man viele Freiheiten...
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Wie durchlauft man den B&B-Baum am schlausten?

Tiefensuche
 Erreichen schnell Blatter

* (Finden schnell Losungen)

« Was, wenn die erste
Entscheidung generell schlecht
ist und wir auf ewig an Details
feilen?
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Wie durchlauft man den B&B-Baum am schlausten?

1 < 0
Breitensuche
« Schneller, breiter Uberblick
2 —— o . Prot?lematisch bzgl. bendtigtem
/\ /\ Speicher
3 — I3 > T2 ——— > I7 > T2

1
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Wie durchlauft man den B&B-Baum am schlausten?

« Starte mit einer Losung, die vermutlich

schon viele richtige Entscheidungen
getroffen hat (z.B. Greedy)
« Prufe diesen Branch

Z1 o1 * Prufe Branches, wo 1 Variable anders ist

/\ /\ » Prife Branches, wo 2 Vars anders sind

x3 T3 x3 T3 T3 x3 T3 . . . .
L~~~ —> Vielleicht ein guter Kompromiss?
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Wie durchlauft man den B&B-Baum am schlausten?

Weitere Ideen fur Uber welche Variable branched man als nachstes?
smartes B&B? - Wenn es LP-Relaxierung gibt, sind oft die
gebrochenen Variablen die spannendsten

Was sind Upper und Lower Bounds?
- Mussen individuell firs Problem gefunden werden!

Was, wenn Lower Bound schlechte Schranken liefert? Oder wir keine
finden? Und die Berechnung sehr rechenintensiv ist?
- Theoretisch brauchen wir Uberhaupt keine zusatzlichen Lower
Bound zu berechnen (bei Max. Problem):
Jedes Blatt entspricht einer Losung.
- Aber: Baum wird halt groRer, Lower Bound schon sinnvoll!
- Upper Bound brauchen wir.

Propagation: Beim Durchlaufen des Baums logische Zusammenhange
ableiten, mit denen noch mehr Aste abgeschnitten werden kénnen!
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Wie durchlauft man den B&B-Baum am schlausten?

... und was ist jetzt am schlausten?

« Joar, das hangt ganz von dem
Problem und den Instanzen ab!
—> Ausprobieren!
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Branch & Bound — Laufzeit

Satz 3.2. Algorithmus[3.1] (als rekursiv arbeitende Unterroutine) berechnet eine Optimale
Losung fiir das Knapsackproblem in einer Worst-Case-Laufzeit O(2" f(n)), wobei f(n)
die Zeit fiir die Berechnung der Schranken ist.
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Branch & Bound - Laufzeit

Satz 3.2. Algorithmus (als rekursiv arbeitende Unterroutine) berechnet eine Optimale
Lésung fiir das Knapsackproblem in einer Worst-Case-Laufzeit O(2" f(n)), wobei f(n)
die Zeit fiir die Berechnung der Schranken ist.

In unserem Fall: f(n) € 0(nlogn); mit geschickter Vorsortierung 0 (n)
2™ ist hierbei der schlimmste Teil!

(Das ist aber "nur” der Worse-Case.
In der Praxis perform B&B Ublicherweise viel besser)
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Euclidean Traveling Salesman Problem
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Euclidean Traveling Salesman Problem

\/\,__J\-/\/.\J

Kirzeste Rundreise

Keine bel_!'ebig ausgdachten
Werte fiir die Distanzen

sqndern basierend auf Punkten
Im euklidischen (2D) Raum
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Euclidean Traveling |
Salesman Problem S\t [ i

Gegeben:
Punkte pq, ..., p,, € R?

R AGSHAUSEN

rimar

Gesucht:
Permutat|on T m't =0 WESTLICHES

Z”pn(i) _ pTL’(i+1)”2 @ o=
i=1

minimal. Dabei ist pr(n+1) = Pr(1)- o TSI, |
Finde also eine kurzeste Rundreise, :
die alle Punkte besucht.

% Golf-Klub Braunschweig @

L €D
GARTENSTADT

1

A
]
%
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Euclidean Traveling |
Salesman Problem e =S\ [P

Wabe-Schunter-Beberbach

248

Gegeben:
Punkte pq, ..., p,, € R?

R AGSHAUSEN

Gesucht: -
: BRUTE-FORCE |
Permutation | 55 1on: PROGRAMMING
ALGORITHMS:

Hauptfriedhof -
Friedhofsgeldnde @

STILL WORKING
ON YOUR ROUTE?

\ LINDENBERGSIEDLUNG |
o]

(Golf-Klub Braunschweig @
SHUT THE
HELL UF NCE T

Z”pﬂ O(n!) O (n2")

minimal. Dabe

Finde also eing
die alle Punkte

. Technische https:/fimgs.xkcd.com/comics/travelling_salesman_problem.png
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ETSP und B&B: Schranken

OLPER

<« o @ NORDSTADT ) Untere
. ' Schranke
1x Minimal
NINGSERIET aufspannender
N e Baum AN n mal die
. e R kirzeste Kante
; W= Bt
b UTDLMUEHGS\LDLUNQ | L//
; o Summe der n I(;Ialfte dgL ISum 1fne
_ kiirzesten er zwei kleinsten
Jede Rundreise hat n Knoten und Kanten. Kanten pro
Kanten Y
Knoten
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ETSP und B&B: Schranken

Obere Untere

Schranke Schranke

1x Minimal
aufspannender
Baum

2x Minimal Jede
aufspannender zuldssige
Baum Losung
Greedy 2-OPT

g

Summe der n
kUrzesten
Kanten

n mal die
kurzeste Kante

Halfte der Summe
der zwei kleinsten
Kanten pro
Knoten
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ETSP — Untere Schranken

! 1x Minimal ‘

Summe der n aufspannender _
kurzesten Kanten p2 Baum == |
Lu ,w (+ kUrzeste Kante) s @
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ETSP — Obere Schranken

Greedy S_t_arte bei p; und gehe iterativ zum
Nearest-Neighbor nachstgelegenen Punkt.

Grundsatzliche Feststellung im ETSP:
Sobald sich zwei Kanten kreuzen, kann ich sie tauschen und
bekomme eine Losung, die (gleich oder) klrzer ist

Warum ist das keine
optimale Losung?

Die grinen bzw. braunen
Kanten sind hochstens so
lang wie die schwarzen.
Grund: Dreiecksungleichung
d(a,b) + d(b,c) = d(a,c)

Ly,
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ETSP — Obere Schranken

Greedy S_t_arte bei p; und gehe iterativ zum
Nearest-Neighbor nachstgelegenen Punkt.

In einer beliebigen Tour, tausche zwei
existierende Kanten mit zwei nicht-
2-OPT . :
st oo, st it it existierenden Kanten, um eine bessere Tour
zu erhalten. (Bis keine Verbesserung mehr
erreicht wird)
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ETSP - Branch-and-Bound

Zunachst: Woruber verzweigen? Wo konnen wir Entscheidungen treffen?

Knoten

Entscheide fur jeden
Knoten, wann er
besucht wird.
Verschiedene Knoten
durfen nicht
gleichzeitig besucht
werden.

Kanten

Kante ist entweder
da, oder nicht.
Entscheidungen sind
unabhangig.

Einfach Schranken
zu finden.

(Teil-)Kreise/Pfade

Also alle
Permutationen
testen?

Vorganger von
Knoten raten?

Wie kann ich daruber
Schranken finden?

1Ly
%,
A
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ETSP — zulassige Teillosungen

Betrachte eine beliebige Reihenfolge der Kanten. Sei x; € {0,1} die Entscheidungsvariable
fur die i-te Kante.

Wann ist eine Auswahl von Kanten nicht zulassig?

1. Maximal n Kanten ausgewahlt, also
iXi<n
2. Anjedem Punkt p durfen nur zwei Kanten liegen,
also
Yiesp) Xi < 2
3. Falls < n Kanten ausgewahlt sind, darf kein Kreis
existieren. (Erkennbar mit BFS/DFS aus AuD)
4. Falls = n Kanten ausgewahlt sind, muss exakt
ein Kreis existieren. (Wieder mit BFS/DFS)
5. Es durfen sich keine zwei Kanten schneiden.

1Ly
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ETSP — Losen mit linearen Ungleichungssystemen

Etwas anderer Ansatz:

: z E: Menge aller Knotenpaare
min CoXe .
— c.. Distanz des Knotenpaares e
e
s.t. Das ist ein
Z x, =2 firalle p € P Integer Linear Program
e€s(p)
Xe = 2 furalle@ =S &P
e€s(S)

x, €{0,1} firallee € E

1Ly
AT
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Linear/Integer Programming

Man stellt ein (Un-)Gleichungssystem mit m Variablen in
der folgenden Form auf:

min cTx
st.Ax <b
x € R™

Beispiel:
min 2x; — 5x,
st x;+2x, <22
2x1 + x, =210
—X1+ x, =4
X1,%X3 =0

/IIIIIIIIIIIIIIIIIIII\
\ *

1Ly
AT
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Linear/Integer Programming

Man stellt ein (Un-)Gleichungssystem mit m Variablen in
der folgenden Form auf:

min ¢’ x
st.Ax <b X5
x € R™ e00000000000 o0
e000000000000 o0
] ) 000000000000
Belsplel: eeo o TR R XX
. 000 o000 00 0
mlnle—sz ee e ° eoco e
oo o ° TR
st x; +2x, <22 XK ) eoe e
P ° e0 0o
2X1+ XZZ].O ) ° TR X
X TR
—Xq + X224 ) ) LXK
Xl,XZEN X ° e e o
X1
fgl’%‘ Jechnische Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | Ubung #3 | B&B & ETSP | Seite 52
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Linear/Integer Programming

Wie l5s+
LP mal pgs " P
min 2x; — 5x,
st x; +2x, <22
2x1+ x, =210
—x1+ x, =4
xX1,%X3; =0

min 2x; — 5x,
st x;+2x, <22
2x1 + x, =210
—X1+ x, =4
X1,X2 €N

Effizient losbar Vermutlich nicht
effizient losbar
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Losen von IPs (Vereinfachte Darstellung)

Wandle in
LP um
Erhalte IP mit
neuen Lose LP
Bedingungen
Schranken!
<~ Branche Uber |dentifiziere
fraktionale < fraktionale
Variablen Variablen
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Solver fur Linear/Integer Programming

% WolframAlpha

‘e WL
1
F

Microsoft Excel

GUROBI

OPTIMIZATION

) Google OR-Tools’

Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | Ubung #3 | B&B & ETSP | Seite 55 *CP-SAT ist nur begrenzt fir MIPs allgemein nutzbar — aber z.B. TSP geht



ETSP

:_é\ it doesnt know
( . Itssolving etsp
min z CoXo N
e€E
s.t 3 m
h my tP'soIveM"}t&
Xe = 2 furallep € P heavily
minimizing: th|e—{
c€5(p) formulas i defined
.. W A
erZZ firalle@ #S & P A
e€d(S) . .
Exponentiell viele...

xe €{0,1} furallee € E Flige sie wahrend des

Losungsprozesses hinzu!
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Losung als LP
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Losung als LP
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Losung als LP
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Losung als LP
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Losung als LP
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Losung als IP
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Losung als IP
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Eine Kreuzung?
Nein, die Anzeige ist
suboptimal, die Punkte
liegen eigentlich zu
dicht aufeinander
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Interaktives Tool zum TSP
https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html

TSP App DIY

Root LP gives optimal tour. Length = 24518.
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https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html

und nachstes Mal

. geht es um Approximationen! Vertex Cover

e

Gegeben Geht das noch besser?

=
« Graph G = (V,E) k
+ Zahlk €N

Greedyk — Beispiel Das ist unser Vertex-Cover

Frage /'
- Z=30,k=2 + Existiert eine Menge VC < V mit |[VC| < k,

sodass fiir jede Kante {u, v} € E gilt:
§ :Fixierte Menge 'ES !GS [ .

Als Optimierungsproblem: Suche die kleinste Zahl k.
24 {1,2}

Z B SCEACTEdeE TieneR Mende {1} 13 17 24 24 {12} L\ (Kleinste) Menge an Knoten, vel=
1 & . a
& 2 19 24 24 {12} B s
Z— P Res!kapazitét F;::i:: Ramin Kosfeld und Chek-Manh Lol | Obung #4 | Greedy,, Vensx(;; ,: ‘
(B iy

i€es
G+ Z pi : Wert der fixierten Menge + auffiillen i\' o

i€s Fgia

B ‘
Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge " l o J J -
3 Technische

niversitst Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | Ubung #4 | Greedy,, Vertex Cover | Seite 10 '
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. aber erst am 17.06.2026!
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