it dem Schicksal hadern
—

uf Gliick vertrauen

art arbeiten

—
rwartungen zuriickschrau
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5.1 Die Klasse P: ,Perfekte” Algorithmen




Erwunschte Eigenschaften von Algorithmen

Ziele:  Ein perfekter* Algorithmus sollte Fractional Knapsack

1.immer: fur jede beliebige Instanz
2.schnell: iIn polynomieller Zeit

3.optimal: eine bestmogliche Losung

liefern.

Achtung:
Das klassifiziert Probleme,

einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit gibt, der immer eine optimale Lésung findet. nicht A|90r|thmen!

Definition 5.1. Ein algorithmisches Problem II gehort zur Klasse P, wenn es fiir 11

_—
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Erwunschte Eigenschaften von Algorithmen

- 2\
Ziele:  Ein ,perfekter* Algorithmus sollte 0-1 Knapsack ?!

I T 1 " - Nummer 2 3 4 > 6
1.immer: fUr jede beliebige Instanz e CIE o | |4
5
. . : g 32 12 12
2.schnell: In polynomieller Zeit N 5 28 | 20| [16] [
9 3 24

32 |2 . 14 ) 2
3.optimal: eine bestmdgliche Lésung : ] P
liefern. Achtung:

.. . L Das klassifiziert Probleme,
Definition 5.1. Ewn algorithmisches Problem 11 gehort zur Klasse P, wenn es fiir 11 : : '
einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit gibt, der immer eine optimale Lésung findet. nicht A|90r|thmen -

T
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Das Dreieck der Perfektion

O

3. optimal

0-1 Knapsack ?!

A
Kapitel 1
T
3 4 > 6

r ‘ i 1 | Nummer 2 Z T 1
Kapite] p) Exakte AlgOrlthmen: Heuristiken: 20 | winuten 22 13 i 5 1
# “‘ Dynamic Programming Greedy_0 > 10 13

32 11 12

Branch-and-Bound i 5 2% | [ [16 ] |16

Kapitel 3 7 140 g S 1 |10
L J 32 | |9 . 14
2 5 20

Gehort 0-1 Knapsack zu P?

MNILy
v, %

Approximationsalgorithmen:
Greedy_k
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5.2 Die Klasse NP: ,NachPrufen®
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Nachprufen!

Beispiel 1.10.
Partition fiir {z1,...,20} = {7,13,17,24,29, 31, 31, 35,53}
Gesamtsumme: 240
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Nachprufen!

Beispiel 1.10.
Partition fiir {z1,...,20} = {7,13,17,24,29, 31, 31, 35,53}
Gesamtsumme: 240

Existenz einer LOosung: einfach zu uberprufen!
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Nachprufen!

Beispiel 1.10. T UL
Partition fiir {z1, ..., z0} = {7,13,1%20,29,31,31, 35, 57}

Qe ®an*

Gesamtsumme: 240

Existenz einer LOosung: einfach zu uberprufen!

NILzy
v, %
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Keine Losung?!
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Enumeration

)
Nein Ja
X1 X1
NW Nein Ja
Nein *2 Ja N'x2J N'x—zd N'x2
X3 X3 X3 X3 X3 X3 X3 X3
Nein . Ja NeinJa Neimda Nein~Ja Neinda Nein~Ja NeinJa Neimda
_—

*Exponentiell viele Falle!

-Kann man Arbeit sparen?
5%11:?%‘% Ten(i:::::f:e Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
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P vs. NP

Clay Mathematics Institute

dedicated to increasing and disseminating mathematical knowledge

@ news prize problems events researchers students awards schools workshops about cmi

home / millennium prize problems /

II I search

Millennium Prize Problems

The Hodge Conjecture
e e e
The Riemann Hypothesis
Yang-Mills Existence and hMass Gap
Navier-Stokes Existence and Smoothness

The Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture

Announced 16:00, on Wednesday, May 24, 2000
Collége de France
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5.3 EIn Belsplel mit Logik
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Beispiel 5.5: Knapsack

<1 — P1 — 100110
<2 — P2 — 100001

Beispiel 5.5. 23 = p3 = 10101

Wir betrachten die folgende Knapsack-Instanz 24 =ps = 10010

mit n = 12, z; = p;, Z = 111444 und 2 =ps = 1001

den folgenden Objekten: o =pe = 1110

<7 — Pv — 200

28 = P]g = 100

Gibt es eine Menge S C {1,...12} mit } ;. g2i = > .cgpi = Z7 29 = Do = 20)

210 = P10 = 10

211 = P11 = 2

(% Technische “12 = P12 = 1
%?j g?:ﬂﬁiﬂfifeag Sandor Fekete | Komplexitit | AuD2 2026 — —

szc‘*

12




Beispiel 5.5: Beobachtungen

1\ T 1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, z1 = p1 = 100110
1V L1 . . ,
aber nicht beide. zo = po = 100001

N~ 2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, z3 =p3 = 10101
2 V2 aber nicht beide. 24 =ps = 10010

Ta \ T 3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen, 25 =ps = 1001
3 V 43 _ | '

aber nicht beide. %6 = p = 1110

(21 V 22 V T3) 4. Ziffer: Man muss 1, 3 oder 6 auswahlen, dann 27 = Pr = 200

: ’ ) kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen. 28 = Py = 100

S — 5. Ziffer: Man muss 1, 4 oder 6 auswahlen, dann 29 = P9 = 20
(331 V o V 563) _
kann man mit 9 und 10 den Wert 4 erzeugen. 210 = P10 = 10
__ 6. Ziffer: Man muss 2, 3 oder 5 auswéahlen, dann 211 = P11 2
(71 V 22 V x3) .
L 2 3 kann man mit 11 und 12 den Wert 4 erzeugen. <12 = P12 = 1

PARR: Technische 111444

%
e f NFES . .y o Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
S % %E Universitit | P |
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o5
Y e

% ‘%
SC
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Beispiel 5.5: Aquivalenz

__ _ _ <1 = P1 =
<3 = P3 =
_ — — — <4 — P4 —
(21 V22 VT3) A1 VT2 VIZ)|A|TT V2 V) | <= Y
5 — Vb —
Konkret: Jede Lésung der logischen Formel entspricht %6 — P6 —
einer Losung der Instanz SUBSET SuM — und umgekenhrt. <7 = P71 =
: . . . ) . “8 = P8 —
Allgemein: Fur jede logische Formel dieser Art lasst sich 2o = po —
schnell eine aquivalente Instanz von SUBSET SUM konstruieren.
210 = P10 = 10
Also: Wenn wir einen ,perfekten” Algorithmus fur SUBSET 211 = P11 = %
SUM haben, dann konnen wir auch schnell entscheiden, ob 219 = Plo = 1
eine logische Formel losbar ist. —
39'«“'?0“:- echnische 111444
i%} %‘; E’:‘:g:;sci;%eig Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
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5.4 3SAT
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Das Logikproblem 3SAT

Definition 5.6. (3-Satisfiability (3SAT))

Gegeben: Eine Boolesche Formel, zusammengesetzt aus:

e n Boolesche Variablen z1, ..., z,,, aus denen wir Literale £; der Form x; oder
1 bilden konnen.

e m Klauseln, jede zusammengesetzt aus genau drei Literalen C; = (£;1V {2V
lj3) mit 1 <j <m.

Gesucht: Eine alle m Klauseln erfiillende (engl: satisfying) Wahrheitsbelegung der n
Variablen.

(T1 V22 VI3) A (21 VT2 VT3) A (T1 V 22 V T3)

_QIILQ
v %

Universitat

3, ¢z Technisch
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Braunschweig
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Wie schwer sind 3SAT und KNAPSACK?

KNAPSACK

A

(T1 V22 VIZ)A (21 VT2V T3) A (T1 V 22 V T3)

Satz 5.9. Wenn 0-1-KNAPSACK € P 1ist, dann ist auch 3SAT € P.

Satz 5.12 (Satz von Cook 1971). Wenn 3SAT € P, dann gilt P = NP.

Korollar 5.11. Wenn Knapsack € P, dann qilt P = NP.

,«11.1,

> Universitat

O .

*¢ Braunschweig
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5.5 Konsequenzen
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Algorithmen  und Investmentbanker

Ziele: Ein ,perfekter” Algorithmus liefert Ziele: Ein ,perfekter® Finanzberater ist ein

3. eine optimale Losung. 3. Investmentbanker.
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NP-Vollstandigkeit Finanzkrise

QO QO

3. optimal 3. Investmentbanker

2. intelligent
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GCOOD & CHEAP wonNT BE FAST 9
GCOOD & TAST woNn'TBE CHEAP

vzl FAST & CHEAP *woN'T BE GOOD




Die Komplexitatslandschaft
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Die Komplexitatslandschaft

NP-schwer

NP-schwer

NP-vollstandig

= NP-vollstandig

P=NP

Komplexitat

Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
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Das Bild fur Knapsack

® [ O
3. optimal _
3. optimal
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NE-sciiweres Problem
(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren
(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

(A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

(A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

(B) Heuristiken: raten und hoffen

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

1. Iimmer

WLy
v

o, 2 Technische
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

2. schnell (C) Hart arbeiten
3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

|

A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

Exakte Algorithmen:

(B) Heuristiken: raten und hoffen

Branch-and-Bound

(C) Exakte Algorithmen

,«lLQ

v &
St la%t Technische
- NFf 7 . s u Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
3 % %3 Universitit | P |
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

B) Heuristiken: raten und hoffen

(C) Exakte Algorithmen

Approximationsalgorithmen:
Greedy_k

—

D) Approximationsalgorithmen: ,,gut” statt ,,optimal*“
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

Exakte Algorithmen:
Dynamic Programming

B) Heuristiken: raten und hoffen

(C) Exakte Algorithmen

Approximationsalgorithmen:

—

D) Approximationsalgorithmen: ,,gut” statt ,,optimal*“

NJILQ
v, %

ié 2  Technische
- | by [ - S Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
S %3 Universitit | P |

s Braunschweig
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5.6 Integer Programming
und Vertex Cover
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(Ganzzahlige und lineare Optimierungsprobleme

Ganzzahliges Lineares
Optimierungsproblem Optimierungsproblem
n n
max E T;Di Max E LiPq
a1y +... F+anr, <b aj;1xy +... +apr, < b
a1 +... “ag,x, < by a1 +... +apr, < b
ami1 +... Fapnx, < b, A1y +... tamax, < by

T; © {O, 1} T; € [Ov 1]
Beweisbar schwer zu losen Beweisbar effizient losbar
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Vertex Cover

Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein kleinstmogliches Vertex Cover S 1n G:
eine moglichst kleine Menge von Knoten,
die alle Kanten uberdecken
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Von 3SAT zu Vertex Cover

ail\/$_1 ZCQ\/QT_Q $3\/£E_3

2m Knoten

- L€, & i3 o : 7 N
&7 4 ST 37 = | R - " 2 <
7 "2 I
, - o = . e Q. Q,
4 v =  d M- ' '
m aus e n L~ s k- e p . 7 . Bort
D " .4_‘ &5 Ne. 3 Q ." ) \.“_, -, R . 4
LA Y OIS TR 1 LA TERLL 2 T
\g . Lo - MR L - o 1t e

(21 V 23 V T3) (x1 VT3 V7I3) (T1 V 22 V 23) (T1 V 22 V T3)
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Reduktion von 3SAT auf VERTEX COVER

/ A r3$AT‘

(1 Vaxa VI3) AN (@1 VZ2VZT3) A (Tr Ve Vas) A\ (T1V e VT3)

L

Satz 6.4. Vertexr Cover ist NP-schwer.
4

Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
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Vertex Cover und Integer Programming

Gesucht: Ein kleinstmogliches Vertex Cover S 1n G:
eine moglichst kleine Menge von Knoten,
die alle Kanten uberdecken
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Vertex Cover und Integer Programming

Gesucht: Ein kleinstmogliches Vertex Cover S 1n G:
eine moglichst kleine Menge von Knoten,
die alle Kanten uberdecken
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Reduktion von VERTEX COVER auf INTEGER PROGRAMMING

rVERTEx COVER‘
L A

r X
Vertex Cover 1st NP-schwer.
e 4

INTEGER PROGRAMMING
ist NP-schwer: y




Reduktion von VERTEX COVER auf INTEGER PROGRAMMING

rVERTEX COVER‘
- o

COMPUTERS AND INTRACTABILITY
A Guide to the Theory of NP-Completeness he

Michael R. Garey / David S. Johnson '
ol | h -~ R \ .

veV ‘
Ve € E Z T | INTEGER PROGRAMMING
e€d(v) B ist NP-schwer. y
Y, € {0, 1}

.
‘
<

INTEGER PROGRAMMING
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(Ganzzahlige und lineare Optimierungsprobleme

Ganzzahliges Lineares
Optimierungsproblem Optimierungsproblem
n n
max E LiPs max E oy
1—=1 i—1
a1 T e e TA1nLn S bl ai1x1 T e e TA1nLn S bl
anry +... Fagxr, < b anry +... Fagz, <b

T; © {O, 1} T; € [Ov 1]

Beweisbar schwer zu losen Beweisbar effizient losbar
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Linear und Integer Programming: Branch-and-Bound

ECONOMETRICA

VoLuME 28 July, 1960 NUMBER 3

AN AUTOMATIC METHOD OF SOLVING DISCRETE
PROGRAMMING PROBLEMS

By A. H. Laxp anND A. G. Doic 1 . INTRODUCTION

In the classical linear programming problem the behaviour of continuous,
nonnegative variables subject to a system of linear inequalities is investigated.

One possible generalization of this problem is to relax the continuity condi- TH E RE l S A grOWi ng li t erature [ l ) 3 . 5 " 6] abOUt Optimization prOblemS

tion on the variables. This paper presents a simple numerical algorithm for
the solution of programming problems in which some or all of the variables

e e i g g Y o which could be formulated as linear programming problems with additional

automatic computing. Its use is illustrated on two numerical examples.

constraints that some or all of the variables may take only integral values.

THERE 1s A growing literature [1, 3, 5, 6] about optimization problems

hich could be formulated as li i bl ith additional - - . . g levesne lna lad S
e e s This form of linear programming arises whenever there are indivisibilities.
This form of linear programming arises whenever there are indivisibilities.

It is not ingful, for instance, to schedule 3—7/10 flights bet tw - — e -+

ey o 1 wndaraks any 11 of e pacssry e v oprti o [t is not meaningful, for instance, to schedule 3—-7/10 flights between two

running a job through a machine shop. Yet it is basic to linear programming

O anwer vy iy to g e i cities, or to undertake only 1/4 of the necessary setting up operation for

In some cases, notably those which can be expressed as transport prob-

lems, the linear programming solution will itself yield discrete values of ~ M ] h - h Y - < b S l‘ e

th varisbles. In her e th prcentage change 1 the masimands o running a job through a machine shop. Yet 1t 1s basic to hinear programming

common sense rounding of the variables is sufficiently small to be neglected.

But there remain many problems where the discrete variable constraints 9 f k ) B al d h ¢ t

ar sgniican and costy. that the varniables are free to take on any positive value,! and this sor
Until recently there was no general automatic routine for solving such

problems, as opposed to procedures for proving the optimality of conjec- . 0

tured solutions, and the work reported here is intended to fill the gap. Of answ'er lS Ve ry hkely to turrl u p.

About the time of its completion an alternative method was proposed by - -

Gomory [5] and subsequently extended by Beale [1]. Gomory’s method

T ——————————

1 Or more generally, any value within a bounded interval.
2 We shall speak throughout of maximisation, but of course an exactly analogous
argument applies to minimisation.
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