it dem Schicksal hadern
—

uf Gliick vertrauen

art arbeiten

—
rwartungen zuriickschrau
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5.1 Die Klasse P: ,Perfekte” Algorithmen




Erwunschte Eigenschaften von Algorithmen

Ziele:  Ein perfekter* Algorithmus sollte Fractional Knapsack

1.immer: fur jede beliebige Instanz
2.schnell: iIn polynomieller Zeit

3.optimal: eine bestmogliche Losung

liefern.

Achtung:
Das klassifiziert Probleme,

einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit gibt, der immer eine optimale Lésung findet. nicht A|90r|thmen!

Definition 5.1. Ein algorithmisches Problem II gehort zur Klasse P, wenn es fiir 11
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Erwunschte Eigenschaften von Algorithmen

- 2\
Ziele:  Ein ,perfekter* Algorithmus sollte 0-1 Knapsack ?!

I T 1 " - Nummer 2 3 4 > 6
1.immer: fUr jede beliebige Instanz e CIE o | |4
5
. . : g 32 12 12
2.schnell: In polynomieller Zeit N 5 28 | 20| [16] [
9 3 24

32 |2 . 14 ) 2
3.optimal: eine bestmdgliche Lésung : ] P
liefern. Achtung:

.. . L Das klassifiziert Probleme,
Definition 5.1. Ewn algorithmisches Problem 11 gehort zur Klasse P, wenn es fiir 11 : : '
einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit gibt, der immer eine optimale Lésung findet. nicht A|90r|thmen -
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Das Dreieck der Perfektion
O

3. optimal

9 Fractional Knapsack
Kapitel 1
= =
'Kapitel 2‘l Exakte Algorithmen: Heuristiken:
= p Dynamic Programming Greedy_0O

Branch-and-Bound

E(apitel 3]

v <

Approximationsalgorithmen: -
29%3 ’ 2 Te":hnis?l?.e Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026 Greedy—k Kapltel 1
u%, » Universitat L
¢ s Braunschweig
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Das Dreieck der Perfektion
O

3. optimal

0-1 Knapsack ?!

A
Kapitel 1
T
3 4 > 6

r ‘ i 1 | Nummer 2 Z T 1
Kapite] p) Exakte AlgOrlthmen: Heuristiken: 20 | winuten 22 13 i 5 1
# “‘ Dynamic Programming Greedy_0 > 10 13

32 11 12

Branch-and-Bound i 5 2% | [ [16 ] |16

Kapitel 3 7 140 g S 1 |10
L J 32 | |9 . 14
2 5 20

Gehort 0-1 Knapsack zu P?

MNILy
v, %

Approximationsalgorithmen:
Greedy_k
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5.2 Die Klasse NP: ,NachPrufen®
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Nachprufen!

Beispiel 1.10.
Partition fiir {z1,...,20} = {7,13,17,24,29, 31, 31, 35,53}
Gesamtsumme: 240
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Nachprufen!

Beispiel 1.10.
Partition fiir {z1,...,29} = {7,13,17,24,29, 31, 31, 35,53}
Gesamtsumme: 240
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Nachprufen!

Beispiel 1.10.
Partition fiir {z1,...,20} = {7,13,17,24,29, 31, 31, 35,53}
Gesamtsumme: 240

Existenz einer LOosung: einfach zu uberprufen!
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Nachprufen!

Beispiel 1.10. T UL
Partition fiir {z1, ..., z0} = {7,13,1%20,29,31,31, 35, 57}

Qe ®an*

Gesamtsumme: 240

Existenz einer LOosung: einfach zu uberprufen!
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Keine Losung?!
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Keine Losung?!
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Keine Losung?!
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Keine Losung?!
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Keine Losung?!
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Enumeration

0
Nein Ja
X1 X1
NW Nein Ja
Nein *2 Ja N'sz N'x_2J N'x2
X3 X3 X3 X3 X3 X3 X3 X3
Nein . Ja NeinJa Neinmda Nein~Ja Neinda Nein~Ja NeinJa Neimda
——

*Exponentiell viele Falle!

-Kann man Arbeit sparen?
5%1??%% Teﬂ‘it:::f';e Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
Eﬁ%’ lBJraunsci:wteig
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P vs. NP
Clay Mathematics Institute

dedicated to increasing and disseminating mathematical knowledge

@ news prize problems events researchers students awards schools workshops about cmi

home / millennium prize problems /

II I search

Millennium Prize Problems

The Hodge Conjecture
e e e
The Riemann Hypothesis
Yang-Mills Existence and hMass Gap
Navier-Stokes Existence and Smoothness

The Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture

Announced 16:00, on Wednesday, May 24, 2000
Collége de France

. Technische
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Feinhelten

* Definition der Klasse NP uber schnelle Verifizierbarkeit ist anschaulich.

» Eine formalere Definition (GUber nichtdeterministische Turingmaschinen)
lernt man in Theoretischer Informatik.

» Genau genommen sind Probleme in der Klasse NP Entscheidungsprobleme:
Gibt es eine Losung?

» Die zugehorigen Optimierungsprobleme kann man aber durch eine Reihe
von Entscheidungsproblemen losen:
v Gibt es eine Losung mindestens vom Wert OPT?
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5.3 EIn Belsplel mit Logik
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Beispiel 5.5: Knapsack

<1 — P1 — 100110
<2 — P2 — 100001

Beispiel 5.5. 23 = p3 = 10101

Wir betrachten die folgende Knapsack-Instanz 24 =ps = 10010

mit n = 12, z; = p;, Z = 111444 und 2 =ps = 1001

den folgenden Objekten: o =pe = 1110

<7 — Pv — 200

28 = P]g = 100

Gibt es eine Menge S C {1,...12} mit } ;. g2i = > .cgpi = Z7 29 = Do = 20)

210 = P10 = 10

211 = P11 = 2

(% Technische “12 = P12 = 1
%?j g?:ﬂﬁiﬂfifeag Sandor Fekete | Komplexitit | AuD2 2026 — —

szc‘*
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

aber nicht beide. z9 = p2 = (1P0001
<3 — P3 — 10101
<4 — Pg — 10010

25 = Pg = 1001
26 = Pg = 1110
27 = P7 = 200
28 = P]g = 100
29 = P9 = 20
210 = P10 = 10
211 = P11 = 2
212 = P12 = 1
55 Technische 1011444

g - . .y o Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
‘%%5 Universitit | P |
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t,ﬁ **¢ Braunschweig
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Beispiel 5.5: Beobachtungen
1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, 1= P
aber nicht beide. Zo = P2
2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, <3 = D3
aber nicht beide. 24 = P4

OD110
OD001
1P101
)010
1001
1110
200
100

<5 = P5
<6 — D6
<7 = Pr
<8 — P8
<9 = P9
<10 — P10
<11 — P11
212 — P12
—

NILy

v &
St la%t Technische
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, z1 =p1 = 100110
aber nicht beide. zo = po = 1(40001

2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, z3 =p3 = 10101
aber nicht beide. 24 =p4 = 10010

3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen, zs =ps = |10
aber nicht beide. 26 =pe = (1110
27 = P7 = 200
28 = P]g = 100
29 = P9 = 20
210 = P10 = 10
211 = P11 = 2
212 = P12 = 1
%% Eh.{,‘g Séndor Fekete | Komplexitt | AuD2 2026 111/444

"Q\
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, z1=p1 = 10t110
aber nicht beide. zo = pg = 1000)1

2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, z3 =p3 = 1(1)1
aber nicht beide. 24 =p4s = 10010

3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen, 25 =ps = 10)1
aber nicht beide. 26 =ps = 1110
4. Ziffer: Man muss 1, 3 oder 6 auswahlen, dann 27 = Ppr = 2)0
kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen. 28 = Pg = 1)0
29 = P9 = 20
210 = P10 = 10
211 = P11 = 2
212 = P12 = 1
% Technische 1114 14
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen,
aber nicht beide.

2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen,
aber nicht beide.

3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen,
aber nicht beide.

4. Ziffer: Man muss 1, 3 oder 6 auswahlen, dann
kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen.

5. Ziffer: Man muss 1, 4 oder 6 auswahlen, dann
kann man mit 9 und 10 den Wert 4 erzeugen.

<1 — P1 =

22 — P2 =

<3 = P3 =

Z4 — P4 —

<5 — P5 =

<6 — P6 =

<7 = Pr =

<8 — P8 =

<9 = P9 =
<10 — P10 —
211 = P11 = 2
212 = P12 = 1
— ———————

Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
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Beispiel 5.5: Beobachtungen
1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, 1= P1 =
aber nicht beide. Rg = P2 =
2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, 23 = P3 =
aber nicht beide. R4 = P4 =

3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen, 25 = P5 =
aber nicht beide. 26 = Dg =
4. Ziffer: Man muss 1, 3 oder 6 auswahlen, dann %1 = Pr =
kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen. g = P8 =
5. Ziffer: Man muss 1, 4 oder 6 auswahlen, dann <9 = P9 =
kann man mit 9 und 10 den Wert 4 erzeugen. 210 = P10 =
6. Ziffer: Man muss 2, 3 oder 5 auswéahlen, dann 211 = P11 =
kann man mit 11 und 12 den Wert 4 erzeugen.,] 12 = P12 =

NHLQQ
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

1\ T 1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, z1 = p1 = 100110
1V L1 . . ,
aber nicht beide. zo = po = 100001

N~ 2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, z3 =p3 = 10101
2 V2 aber nicht beide. 24 =ps = 10010

Ta \ T 3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen, 25 =ps = 1001
3 V 43 _ | '

aber nicht beide. %6 = p = 1110

(21 V 22 V T3) 4. Ziffer: Man muss 1, 3 oder 6 auswahlen, dann 27 = Pr = 200

: ’ ) kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen. 28 = Py = 100

S — 5. Ziffer: Man muss 1, 4 oder 6 auswahlen, dann 29 = P9 = 20
(331 V o V 563) _
kann man mit 9 und 10 den Wert 4 erzeugen. 210 = P10 = 10
__ 6. Ziffer: Man muss 2, 3 oder 5 auswéahlen, dann 211 = P11 2
(71 V 22 V x3) .
L 2 3 kann man mit 11 und 12 den Wert 4 erzeugen. <12 = P12 = 1

PARR: Technische 111444
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Beispiel 5.5: Aquivalenz

__ _ _ <1 = P1 =
<3 = P3 =
_ — — — <4 — P4 —
(21 V22 VT3) A1 VT2 VIZ)|A|TT V2 V) | <= Y
5 — Vb —
Konkret: Jede Lésung der logischen Formel entspricht %6 — P6 —
einer Losung der Instanz SUBSET SuM — und umgekenhrt. <7 = P71 =
: . . . ) . “8 = P8 —
Allgemein: Fur jede logische Formel dieser Art lasst sich 2o = po —
schnell eine aquivalente Instanz von SUBSET SUM konstruieren.
210 = P10 = 10
Also: Wenn wir einen ,perfekten” Algorithmus fur SUBSET 211 = P11 = %
SUM haben, dann konnen wir auch schnell entscheiden, ob 219 = Plo = 1
eine logische Formel losbar ist. —
39'«“'?0“:- echnische 111444
i%} %‘; E’:‘:g:;sci;%eig Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
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5.4 3SAT
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Das Logikproblem 3SAT

Definition 5.6. (3-Satisfiability (3SAT))

Gegeben: Eine Boolesche Formel, zusammengesetzt aus:

e n Boolesche Variablen z1, ..., z,,, aus denen wir Literale £; der Form x; oder
1 bilden konnen.

e m Klauseln, jede zusammengesetzt aus genau drei Literalen C; = (£;1V {2V
lj3) mit 1 <j <m.

Gesucht: Eine alle m Klauseln erfiillende (engl: satisfying) Wahrheitsbelegung der n
Variablen.

(T1 V22 VI3) A (21 VT2 VT3) A (T1 V 22 V T3)

_QIILQ
v %
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Wie schwer sind 3SAT und KNAPSACK?

KNAPSACK

A

(T1 V22 VIZ)A (21 VT2V T3) A (T1 V 22 V T3)

Satz 5.9. Wenn 0-1-KNAPSACK € P 1ist, dann ist auch 3SAT € P.

Satz 5.12 (Satz von Cook 1971). Wenn 3SAT € P, dann gilt P = NP.

Korollar 5.11. Wenn Knapsack € P, dann qilt P = NP.
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5.5 Konsequenzen

Technische

. - Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
Universitat | P |

Braunschweig

25



Algorithmen  und Investmentbanker

Ziele: Ein ,perfekter” Algorithmus liefert Ziele: Ein ,perfekter® Finanzberater ist ein

3. eine optimale Losung. 3. Investmentbanker.
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NP-Vollstandigkeit Finanzkrise

QO QO

3. optimal 3. Investmentbanker

2. intelligent
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GCOOD & CHEAP wonNT BE FAST 9
GCOOD & TAST woNn'TBE CHEAP

vzl FAST & CHEAP *woN'T BE GOOD




Die Komplexitatslandschatft

NP-schwer

NP-schwer

NP-vollstandig

= NP-vollstandig

P=NP

Komplexitat

Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2026
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Das Bild fur Knapsack

) [ O
3. optimal _
3. optimal
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NE-sciiweres Problem
(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren
(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

(A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

(A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

(B) Heuristiken: raten und hoffen

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

1. Iimmer

WLy
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

2. schnell (C) Hart arbeiten
3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

|

A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

Exakte Algorithmen:

(B) Heuristiken: raten und hoffen

Branch-and-Bound

(C) Exakte Algorithmen

,«lLQ

v &
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

B) Heuristiken: raten und hoffen

(C) Exakte Algorithmen

Approximationsalgorithmen:
Greedy_k

—

D) Approximationsalgorithmen: ,,gut” statt ,,optimal*“
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

Exakte Algorithmen:
Dynamic Programming

B) Heuristiken: raten und hoffen

(C) Exakte Algorithmen

Approximationsalgorithmen:

—

D) Approximationsalgorithmen: ,,gut” statt ,,optimal*“
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