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Grundideen:
1. Enumeriere die moglichen Teilmengen 1n einem Enumerationsbaum

2. Behalte den Zielfunktionswert 1m Auge:
e Untere Schranke: Erreichter Zielfunktionswert im ganzen Baum

e Obere Schranke: Erreichbarer Zieltunktionswert im jeweiligen Baum
3. Beide Schranken sollten moéglichst einfach und schnell zu berechnen sein

4. Wenn der erreichbare Wert 1in einem Teilbaum kleiner bleiben muss als der im ganzen
Baum bereits erreichte, konnen wir den aktuellen Teilbaum abschneiden
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4. Einsatz von Schranken - Grundidee

e Untere Schranke: Bisher erreichter Zielfunktionswert im ganzen Baum
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2. Geeignete Schranken - Knapsack

e Untere Schranke: Bisheriger Bestwert fur Greedy (ganzzahlig)

Nein ® Obere Schranke: Lokaler erreichbarer Bestwert fiir Greedy (fraktional)

_ 6 M+ Wisiizllo I3
Nein z B4 (s Wishi2offs 40
pi B4 W5 Woffo W2 Jf0

Zn: pix; =44
i=1

6 W4 W3z lo i3 Jr15e
4 I8 W20 48 fh4ofr40:
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* Untere Schranke: Bisheriger Bestwert fiir Greedy (ganzzahlig)

® Obere Schranke: Lokaler erreichbarer Bestwert fur Greedy (fraktional)
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3. Berechnung von Schranken

15

8

14

11

40

40

20

28

3 E L ERE
z 4 s Wisi20 s [ 40
pi 14 W5 Woflo 2 10

Zn: pixi =44
i=1

10

9

f16 | 10
24 | 32
4 15

Heuristik:

Relaxierung: Schnell und optimal zu I6sen durch groBBere Losungsmenge

e —————————————

Schnell zu I6sen, aber nicht notwendig optimal
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3. Berechnung von Schranken Il

|'S: positiv fixiert (x; = 1

S : negativ fixiert (x; = 0)

6

9
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3.4 Ausblicke
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Historie

ECONOMETRICA

VoLuME 28 July, 1960 NUMBER 3 IR — : : : : — - n . — — - — - - —

AN AUTOMATIC METHOD OF SOLVING DISCRETE
PROGRAMMING PROBLEMS

By A. H. Laxp anDp A. G. Doic l . I N TROD UCTION

In the classical linear programming problem the behaviour of continuous,
nonnegative variables subject to a system of linear inequalities is investigated.

One possible generalization of this problem is to relax the continuity condi- TH E RE I S A gr OWin g literature [ ‘ ’ 3 ’ 5 ’ 6] abOUt Optimization prOblemS

tion on the variables. This paper presents a simple numerical algorithm for
the solution of programming problems in which some or all of the variables

e e ey e which could be formulated as linear programming problems with additional

automatic computing. Its use is illustrated on two numerical examples.

constraints that some or all of the variables may take only integral values.

THERE 1s A growing literature [1, 3, 5, 6] about optimization problems . . . . . . . . e .
hich could be f lated as li i bl ith additional

ottt oo s th oot ke oty ntegl vl This form of linear programming arises whenever there are indivisibilities.

This form of linear programming arises whenever there are indivisibilities. . . . .

e e s 1, for instance, to schedule 3—7/10 flights between t

cit;Zsr,]oor T: at?rl:;lertakeof)xrll; zll;l:eof (zhsec rfecesiaw settinggupS o;e:z?:n K)(:' It ls nOt meanlngfu » Or lns ance N O SC e e - - g S e ween wo

running a job through a machine shop. Yet it is basic to linear programming . . )

that the variables are free to take on any positive value,! and this sort - d k l 1 4 f th tt t f

o anowr s very Hely i up cities, or to undertake only 1/4 of the necessary setting up operation for
In some cases, notably those which can be expressed as transport prob- . . . .

lems, the li i luti ill itself yield discret lues of — - 9 h Y - b l

th varibls I the s he pecentae chane n the masimands rom running a job through a machine shop. Yet 1t 1s basic to linear programming

common sense rounding of the variables is sufficiently small to be neglected.

But th i bl here the discret iabl traint g e, o g

st andcosly. that the variables are free to take on any positive value,! and this sort
Until recently there was no general automatic routine for solving such

problems, as opposed to procedures for proving the optimality of conjec- . .

tured solutions, and the work reported here is intended to fill the gap. Of anSW'er lS Ve ry hke]y to turn up.

About the time of its completion an alternative method was proposed by - -

Gomory [5] and subsequently extended by Beale [1]. Gomory’s method

1 Or more generally, any value within a bounded interval.
2 We shall speak throughout of maximisation, but of course an exactly analogous
argument applies to minimisation.
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Knapsack-Probleme

0-1-Knapsack Fraktionales Knapsack
T n
max E LiPq max E T;D;
1=1 1=1
T n
1=1 i=1
Schwieriger Einfacher
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Ganzzahlige und lineare Optimierungsprobleme

Ganzzahliges Lineares
Optimierungsproblem Optimierungsproblem
max E T;Di Max E LiPq
a1 +... Hai,x, < bl ai11T1 T oo TAITp ~ bl
a1 +... “ag,x, < by a1z +... tapr, < b
ami1 +... Fapnx, < b, A1y +... tamax, < by
T; © {O, 1} T; € [Ov 1]
Beweisbar schwer zu losen Beweisbar effizient losbar
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Ganzzahlige Optimierungsprobleme: Matching

Gegeben: Ein Graph G=(V,E)

4.4 \
) VY .
/ B . . . N
0o 5 S T —_ iz S < SN : g RS
b A Z NP g I A = ~ A g - 7 i
¥ > = o 20 ‘s = - 5 o 0 ) _ ) -
T -y i an B A RE Oy e sy 2 e ST . kR 2, "
. p
o g
o o v
a
o :
o 4K
Y X
(" h
B CRE
vl '
. “
. Ky
. 1 '
A 2 ¥ !
. R
1 N

Gesucht: Ein grof3tmogliches Matching M in G:
eine moglichst grol3e Menge disjunkter Kanten
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Ganzzahlige Optimierungsprobleme: Matching

Gegeben: Ein Graph G=(V,E)

d.d. \
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Gesucht: Ein grof3tmogliches Matching M in G:
eine moglichst grol3e Menge disjunkter Kanten
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Ganzzahlige Optimierungsprobleme: Vertex Cover

Gesucht: Ein kleinstmogliches Vertex Cover S 1n G:
eine moglichst kleine Menge von Knoten,
die alle Kanten uberdecken
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Ganzzahlige Optimierungsprobleme: Vertex Cover

Gesucht: Ein kleinstmogliches Vertex Cover S 1n G:
eine moglichst kleine Menge von Knoten,
die alle Kanten uberdecken
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Lineare Optimierungsprobleme: Vertex Cover

Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

1
Yo = 5
E Yo = 4
veV
Gesucht: Ein kleinstmogliches Vertex Cover S 1n G: Relaxierung

eine moglichst kleine Menge von Knoten,
die alle Kanten uberdecken

13



Lineare Optimierungsprobleme: Vertex Cover

ECONOMETRICA Ganzzahlig?!

VoLuME 28 July, 1960 NUMBER 3 o

AN AUTOMATIC METHOD OF SOLVING DISCRETE
PROGRAMMING PROBLEMS

By A. H. Laxp anND A. G. Doic l . I N TROD UCTION

In the classical linear programming problem the behaviour of continuous,

nonnegative variables subject to a system of linear inequalities is investigated. T - . ~ . . . . -
bl gnracaion of iy i iy cond HERE IS A teratu t optimization m
Qne possible geperalfz:’itlc?x.l of this prob etn n" o relax the .contmunt.y condi . ‘ b rO\m n l era re ’ ’ ’ a Ou l lza lo ro e S
tion on the variables. This paper presents a simple numerical algorithm for

the solution of programming problems in which some or all of the variables

e e e e g ook i which could be formulated as linear programming problems with additional

automatic computing. Its use is illustrated on two numerical examples.

constraints that some or all of the variables may take only integral values.

THERE 1s A growing literature [1, 3, 5, 6] about optimization problems . . . . . . . . e .
hict 1d be f lated as linear programming problems with additional Tl - f f l l th d b 1 t

Z:):;:t]r:i(x)ll::s thzt (:;nrrllt irealla:)f 1tliil rvalr'lgblts may take only integral valltz::;. 1 18 0 rm 0 lllear pr 0 g rammln g arl SeS \V ] e llever ere are ln IVI Sl l l leS .

This form of linear programming arises whenever there are indivisibilities. . . .

It is not meaningful, for instance, to schedule 3—~7/10 flights between two - l f t t " l dul 3 7 l O ﬂl 1 t b t

cities, or to aunderltlakeoorlllll; 211/4 eof the ntecessary setting up operation for I t lS n Ot m Canlngfu » Or l nS ance » 0 SC l e e — g l S e ween t W'O

running a job through a machine shop. Yet it is basic to linear programming .

O anmwer i very il o T e i cities, or to undertake only 1/4 of the necessary setting up operation for

In some cases, notably those which can be expressed as transport prob-

lems, the linear programming solution will itself yield discrete values of ~ — o - < L l‘ e

the variabls. T afhercane s pceaatagecunge 1 o Temend o running a job through a machine shop. Yet 1t 1s basic to linear programming

common sense rounding of the variables is sufficiently small to be neglected.

But there remain many problems where the discrete variable constraints 9 n f k °p ® ’11 1 h ¢

ar sgnifcant and cosl. e that the variables are free to take on any positive value,! and this sort
Until recently there was no general automatic routine for solving such

problems, as opposed to procedures for proving the optimality of conjec- . '

tured solutions, and the work reported here is intended to fill the gap. Of answ'er lS Ve ry hkely to turrl u p.

About the time of its completion an alternative method was proposed by - -

Gomory [5] and subsequently extended by Beale [1]. Gomory’s method

1 Or more generally, any value within a bounded interval.
2 We shall speak throughout of maximisation, but of course an exactly analogous
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4.1 Motivation
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Optimierungsprobleme

1] | Nummer 2 3 4 > °
s 40 2 16 4
; 10 5 . 4
3 10
g 32
- 40 S
9
32 | |9 . 14
2 5 20
3

Ziel: Finde eine bestmogliche Losung unter exponentiell vielen moglichen!
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Optimierungsprobleme

al Traveling Salesman
thola-Infektionsfille 2014 I ouess
2 10.000 9.191

1 | Nummer W
20 | Minuten 32
3 3 10

3 132
7 40 |5
32 | |9 z ‘ | =
2 2

8

¥
| V2

"

’l

e

Ziel: Finde eine bestmogliche Losung unter exponentiell vielen moglichen!
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Laufzeit?

0-1 Knapsack Traveling Salesman

O(nZ) O(2" f(n))

BRUTE-FORCE DYNAMIC
5 6 SOL-UTTON: PROGRAMMING
[ | ummer | 2 ; * 1 He y ALGORITHMS:
20 | 32 40 O ( nl.) 2001
3 inuten 3 10 2 4 O (n 2)
Punkte 10
O T E e
o |2 3 9 24
32 g 14 1
2 5 20 15
3 40
10
——————
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Laufzeit?

ODnst O2"™ f(n -
( ) ( f ( ) ) BRUOTE-FORCE DYNAMIC
| 5 6 SOL-UTTON: PROGRAMMING
T ] e | 2| 5 4 " y (! ALGORITHMS:
O ﬂ.) O (nlzf\)

ST—— & EHF
5

Kann Knut die Klausur bestehen?
e ——

2
3 40
10

—_ﬁr_*

Ziel: Vielleicht nicht die bestmogliche Losung, sondern eine gute, aber dafur schneller...?!
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4.2 Greedy und Approximation
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Beispiel 4.1: Knapsack

Greedy: 2

k=
ek
1l
N —
=
N DO
1

22

-

Algorithmus 4.2 GREEDY

Eingabe: 21,...,2,,2,p1,...,Pn
Ausgabe: S C {1,...,n} und Gy

mit

Zzz‘SZ

1€S

und
Go = sz- = Mazximal
1ES

. Sortiere {1,....,n} nach % aufsteigend;

Dies ergibt die Permutation (1), ...,m(n).
Setze 7 = 1.
while (j <n) do
if ( 3;11 Zr(i)Tr(i) T Zr(j) S Z) then
Tu(j) =1
7:=7+1
return

Sandor Fekete | Approximation | AuD2 2026
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Beispiel 4.1: Knapsack@

-l

Algorithmus 4.2 GREEDY

, Eingabe: 21,...,2,,2,p1,...,Pn
Greedy: 2 P Ty S
: C
S () Ausriibe S C{1,...,n} und Gy

-OPT: N
E 2i < 4
€S

und

Go := sz- = Maximal
€S
1: Sortiere {1,...,n} nach ;'72 aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation (1), ..., 7(n).
Setze 7 = 1.

2: while (j < n) do
3: if ( Z;ll Zr(i)Tr(i) T Zr(j) S Z) then
4: Tr(5) = 1
/= Zi=.1 5. =41
=2 P1 — 2 6: return
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Verbesserung?!

Algorithmus 4.3 GREEDY('

, Eingabe: 21,...,2,,2,p1,...,Pn
Greed 2 AR Rad (Sl IS
Ausgabe: S C {1,...,n} und Gy

p*: N

mit

ZziSZ

1€S

und
Go := sz- = Maximal
1€S
1: Sortiere {1,....,n} nach * aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation (1), ..., 7(n).
Setze 7 = 1.

2: while (j < n) do
3: if ( Z;ll Zr(i)Tr() T Zn(j) S Z) then
1 Tr(5) =
Z: 9:
:2 - 6
7:

o .'0(
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Wie gut ist das allgemein?
-

Algorithmus 4.3 Greedy-Approximation

Eingabe: z1,...,2n, 2,01, ..., Pn

Ausgabe: SC{1l,...n} - nd Wert G, == ) .o s
1: = max @ wax{p; | zi < Z,i € {1,...,n} 1}
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Wie gut ist das allgemein?
-

Algorithmus 4.3 Greedy-Approximation

Eingabe: z1,...,2n, 2,01, ..., Pn

Ausgabe: SC{1l,...n} - nd Wert G, == ) .o s
1: = max @ wax{p; | zi < Z,i € {1,...,n} 1}
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Wie gut ist das allgemein?
-

Algorithmus 4.3 Greedy-Approximation

Eingabe: z1,...,2n, 2,01, ..., Pn

Ausgabe: SC{1l,...n} - nd Wert G, == ) .o s
1: = max @ wax{p; | zi < Z,i € {1,...,n} 1}
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Wie gut ist das allgemein?
-

Algorithmus 4.3 Greedy-Approximation

Eingabe: 21,...,2,,2,p1,...,Pn

Ausgabe: SC{1l,...n} - nd Wert G, == ) .o s
1: = max @ wax{p; | zi < Z,i € {1,...,n} 1}
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Wie gut ist das allgemein?
-

Algorithmus 4.3 Greedy-Approximation

Pn

nd Wert G, == ) .o s
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Wie gut ist das allgemein?
-

Algorithmus 4.3 Greedy-Approximation
Eingabe: z1,...,2,,4,p1,...,Pn

Aue: S CA1,... i % nd Wert G, == ) .o s

2:

Satz 4.4. Algorithmus 4.3 berechnet eine Losung mit G’{);
im Vergleich mit dem Optimalwert OPT gilt: Gy Z?OPT.

-6 @
@D < aziontD < @)+ 5= D ED)

WL QO(

%
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4.3 Approximationsalgorithmen

24



Approximation
@

Definition 4.5 (Approximationsalgorithmus).

1. Fiir einMaximierungsproblem MAXJist ein Algorithmus ALG ein

c-Approximationsalgorithmus fiir MAX, wenn fiir jede Instanz I von MAX

a) ALG in polynomieller Zeit in der Grofie von I eine zuldssige Losung mit Wert

ALG liefert

b) fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert opT(I) gilt
(dabei ist]c < 1}

2. Entsprechend fiir wiederum:

a) ALG liefert in polynomieller Zeit in der Grofle von I eine zuléssige Losung mit
Wert ALG(])

b) es gilt fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert oPT(/ ):
(dabei ist

,«lLQ
v

. Technische
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4.4 Bessere Approximation
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ldeen:

« Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimalldsung.

A
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ldeen:
« Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimalldsung.
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ldeen:
« Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimalldsung.

» Wende Greedy auf den Rest an.

NILyy
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ldeen:
« Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimalldsung.

» Wende Greedy auf den Rest an.
» Der Fehler ist durch ein Objekt beschrankt.

1L
0" v, ¥ .
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ldeen:
« Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimalldsung.

» Wende Greedy auf den Rest an.
» Der Fehler ist durch ein Objekt beschrankt.

Wie findet man die k wertvollsten Objekte?

- Enumeriere alle Teilmengen der GréBe k! — O n" Teillmengen

1L

0" v, ¥ .

,9”%& % Technische
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Bessere Approximation von Knapsack

Algorithmus 4.6 GREEDY

Eingabe: 21, ..., 2,, Z,p1, ..., pn |Parameter k fixiert]
Ausgabe: S C {1 ,nymit ) . o2 < Z und Wert G, := ) ;g Di

6 Gyi=maz{Gy ey i+ GrEEDY, ({21li ¢ 5}, {pili ¢ SH
5: Update S;

6: return Gi, S
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Satz 4.7. GREEDY} ist ein (1 k}rl)-Approa:z’matz’onsalgorithmus.

Definition 4.5 (Approximationsalgorithmus).
1. Fiir ein Maximierungsproblem MAX ist ein Algorithmus ALG ein
c-Approximationsalgorithmus fiir MAX, wenn fiir jede Instanz I von MAX

Nicht 2", sondern n? Q a) ALG in polynomieller Zeit in der GroBe von I eine zuldssige Losung mit Wert
ALG liefert

b) fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert opT(I) gilt: ALG(I) >
c-OPT(I) (dabei ist ¢ < 1)

T

k+2) - also polynomiell.

(a) Die Laufzeit ist nicht mehr als O(n
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Gutegarantie
&

Satz 4.7. GREEDY} ist ein (1 k}rl)-Approa:z'matz’onsalgorz’thmus.

-

b) fiir den Vergleich mit dem zugehﬁrigen Optimalwert opT(I) gilt: ALG(]) >
c-OoPT(I) (dabei ist ¢ < 1)

Betrachte OPT mit S* C {1,...,n}.
S* <k =

v
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Gutegarantie
&

Satz 4.7. GREEDY} ist ein (1 k}rl)-Approa:z'matz’onsalgorz’thmus.

-

b) fiir den Vergleich mit dem zugehﬁrigen Optimalwert opT(I) gilt: ALG(]) >
c-OoPT(I) (dabei ist ¢ < 1)

Betrachte OPT mit S* C {1,...,n}.

S*| < k = JOPT wird gefunden.
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Gutegarantie
&

)

Satz 4.7. GREEDY}, ist ein (1 k_lH)-Approa:z'matz’onsalgorz’thmus.

Ukt (1+1) 4&
b) fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert opT(I) gilt: ALG(]) >
c-OoPT(I) (dabei ist ¢ < 1)

Betrachte OPT mit S* C {1,...,n}.
S*| >k =

C): Pin4:S E.
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Zusatzbemerkungen

Man kann zeigen:

e Fiir GREEDY}, ist der Faktor (1 k}rl) bestmoglich.

e Wenn man Gy in Zeile 4 von Algorithmus 4.6 durch Gj, ersetzt, bekommt man

einen Approximationsalgorithmus mit Giitegarantie (1 ler2)
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Approximationschemata

Man sieht: Fiir jedes feste € > 0 gibt es einen polynomiellen Algorithmus fiir Knapsack,
der eine (1 — €)-Approximation liefert. Das motiviert:

Definition 4.8 (PTAS). Ein polynomielles Approximationsschema (Engl.: Polyno-

mialtime approximation scheme. Kurz: PTAS) fiir ein Optimierungsproblem ist ei-

ne Familie von Algorithmen, die fiir jedes beliebige, aber feste ¢ > 0 einen
Approximationsalgorithmus (bzw. liefert.

Korollar 4.9. {GREEDYy | k € N} st ein PTAS fiir Knapsack.
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4.4 Ausblicke
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Approximationsfaktoren

0-1 Knapsack Traveling Salesman Min

3 5 6 Beispiel fiir CH-Heuristik
1 Nummer 2 16 4
20 Minuten 32 40 8 3
; 10 5 2 4
3 Punkte 10 x —_—
13 '
. 32 1| [12 % ‘)
—1 [0 5 28 | 20 | [10 )5
9 3 9 24 My
9
32 3 14 4
2 5 20 15
] [
10 Example Subproblem (TSP)
e ———
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Vielen Dank!
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