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Dynamic Programming: Grundstruktur
• Nicht von vorn lösen
• Zwischenergebnisse merken
• Man kann die Vorgeschichte beim Weiterrechnen von der Zukunft 

trennen und deshalb den Übergang durch Enumerieren lösen.

Objekt i Kante i Kante i



Das Rundreiseproblem

 

Gegeben: ),( EVG =Ein Graph 
mit Kantenlängen  ew

Gesucht: Eine kürzeste Rundreise 



Das Rundreiseproblem

 

Gegeben: ),( EVG =Ein Graph 
mit Kantenlängen  ew

Gesucht: Eine kürzeste Rundreise 



Eine optimale Rundreise in der Neuen Welt

10 Jahre (!) CPU-Zeit

Alle 13509 Postämter in den USA

 Beale-Orchard-Hayes Prize 2000

 Lösung: Applegate, Bixby, Chvátal, Cook (1998)



Eine optimale Rundreise in der Neuen Welt



Eine optimale Rundreise in der Neuen Welt

 What‘s the complexity class of the best linear programming cutting-plane 
techniques? I couldn‘t find it anywhere. Man, the Garfield guy doesn‘t have 
these problems…



Eine optimale Rundreise in der Neuen Welt
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3.1 Motivation
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Zur Erinnerung: Subset Sum
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Branch-and-Bound 
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• Beschneide Enumerationsbaum
• Verfolge Mindest- und Maximalwerte

Branch and
Bound
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1960
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Ailsa H. Land

1960

Alison Doig
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3.2 Methodik
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Ideen
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1. Enumerationsbaum

Nein

Nein

Nein

Nein Ja

Ja

Nein Ja
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Nein
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Nein

Nein
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Ja
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Nein

Nein Ja
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Nein Ja
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4. Einsatz von Schranken - Grundidee

Nein

Nein

• Untere Schranke: Bisher erreichter Zielfunktionswert im ganzen Baum 

• Obere Schranke: Erreichbarer Zielfunktionswert im jeweiligen Teilbaum

≤ ?

Was sind geeignete Schranken?
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2. Geeignete Schranken - Knapsack

Nein

Nein

• Untere Schranke: Bisheriger Bestwert für Greedy (ganzzahlig) 

• Obere Schranke:  Lokaler erreichbarer Bestwert für Greedy (fraktional)

Relaxierung: Einfacher durch größere Lösungsmenge
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3. Berechnung von Schranken

• Untere Schranke: Bisheriger Bestwert für Greedy (ganzzahlig) 

• Obere Schranke:  Lokaler erreichbarer Bestwert für Greedy (fraktional)

Relaxierung:  Schnell und optimal zu lösen durch größere Lösungsmenge

Heuristik:       Schnell zu lösen, aber nicht notwendig optimal                     
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3. Berechnung von Schranken II

Nein

Nein

Bisherige Entscheidungen fixieren Teilmenge!
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3.3 Durchführung
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Beispiel: Knapsack

4

Beispiel 2.4
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Untere Schranke: Greedy (ganzzahlig)
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Untere Schranke: Greedy (ganzzahlig)

Z=9
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Untere Schranke: Greedy (ganzzahlig)

Z=9
S=ø
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Untere Schranke: Greedy (ganzzahlig)

Z=9
S=ø
S=ø

LB=14
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Obere Schranke: Greedy (fraktional)

Z=9
S=ø
S=ø
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Obere Schranke: Greedy (fraktional)

Z=9
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Obere Schranke: Greedy (fraktional)

Z=9
S=ø
S=ø
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Obere Schranke: Greedy (fraktional)

Z=9

UB=16

S=ø
S=ø
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Gesamtbeispiel

S=øS=ø
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Gesamtbeispiel

S=ø
Nein

LB=14

S={1}
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Gesamtbeispiel
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Nein

S={2}



 

Sándor Fekete |  Branch-and-Bound  | AuD2 2026 

25
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Gesamtbeispiel

S={1}

LB=14

Ja

Nein

Nein

S={2,3}
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Gesamtbeispiel

LB=15

Ja

Nein

Nein

S={1,4}S={2,3}

Ja
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Gesamtbeispiel

LB=15

Ja

Nein

Nein

S={1,4}S={2,3}

Ja



Algorithmus 3.1
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Algorithmus
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Satz 

Satz 3.2 Algorithmus 2.10 optimale 3.1 

8 und 9
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3.4 Ausblicke
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Historie



 

Sándor Fekete |  Branch-and-Bound  | AuD2 2026 

34

Knapsack-Probleme

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 {0, 1}

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 [0, 1]

0-1-Knapsack Fraktionales Knapsack

Schwieriger Einfacher
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Ganzzahlige und lineare Optimierungsprobleme

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 {0, 1}

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 [0, 1]

Ganzzahliges  
Optimierungsproblem

Beweisbar schwer zu lösen Beweisbar effizient lösbar

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 {0, 1}

Lineares  
Optimierungsproblem

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 {0, 1}
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Ganzzahlige Optimierungsprobleme: Matching

Gegeben: Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein größtmögliches Matching M in G:
eine möglichst große Menge disjunkter Kanten

max
X

e2E

xe

8v 2 V :
X

e2�(v)

xe  1

xe 2 {0, 1}

xe = 1
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Ganzzahlige Optimierungsprobleme: Matching

Gegeben: Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein größtmögliches Matching M in G:
eine möglichst große Menge disjunkter Kanten

max
X

e2E

xe

8v 2 V :
X

e2�(v)

xe  1

xe 2 {0, 1}

xe = 1

X

e2E

xe = 4
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Ganzzahlige Optimierungsprobleme: Vertex Cover

Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein kleinstmögliches Vertex Cover S in G:
eine möglichst kleine Menge von Knoten, 
die alle Kanten überdecken

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 {0, 1}

yv = 1
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Ganzzahlige Optimierungsprobleme: Vertex Cover

Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein kleinstmögliches Vertex Cover S in G:
eine möglichst kleine Menge von Knoten, 
die alle Kanten überdecken

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 {0, 1}

X

v2V

yv = 5

yv = 1
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Lineare Optimierungsprobleme: Vertex Cover

Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein kleinstmögliches Vertex Cover S in G:
eine möglichst kleine Menge von Knoten, 
die alle Kanten überdecken

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 {0, 1}

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 [0, 1]

Relaxierung
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Lineare Optimierungsprobleme: Vertex Cover

Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein kleinstmögliches Vertex Cover S in G:
eine möglichst kleine Menge von Knoten, 
die alle Kanten überdecken

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 {0, 1}

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 [0, 1]

Relaxierung

yv =
1

2
X

v2V

yv = 4
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Lineare Optimierungsprobleme: Vertex Cover

Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein kleinstmögliches Vertex Cover S in G:
eine möglichst kleine Menge von Knoten, 
die alle Kanten überdecken

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 {0, 1}

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 [0, 1]

Relaxierung

yv =
1

2
X

v2V

yv = 4

Ganzzahlig?!

Z.B. geeignetes Branch-and-Bound



Vielen Dank!
s.fekete@tu-bs.de
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