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Die Zeit läuft!
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Knut Donald, erster Studierender der Informatik

• 150 Minuten
• 20 Aufgaben
• 100 Punkte
• 50 Punkte zum Bestehen
• Die Zeit läuft!
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30 Minuten später:
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• 6 sichere Punkte
• 10 hoffnungslose Punkte
• Noch 44 Punkte zum Bestehen
• Restliche Aufgaben…
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Restliche Aufgaben

8

Nummer

Minuten

Punkte

Kann Knut die Klausur bestehen?
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= 4

= 4= 12= 28

Sortieren?

9

= 48= 56= 96

= 9= 19= 28= 30= 40= 44

= 120
Knut kann die Klausur bestehen!
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Optimierungsvariante
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Teilaufgaben?!
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= 4

= 4= 12= 28

Teilaufgaben?!
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24
6

x15 = 0,6

= 48= 56= 96

= 9= 19= 28= 30= 40= 46

= 120
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Algorithmus

13
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Das klappt immer!

Beweis: 
O.B.d.A. sei                       - sonst nimmt man einfach alles.  

(1) Wir bekommen eine zulässige Lösung. 
(2) Wir bekommen eine optimale Lösung. 

nX

i=1

z⇡(i) > Z
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(1) Zulässigkeit

Sei       der letzte Index, für den die while-Bedingung getestet wird.j⇤

Dann ist                        
j⇤�1X

i=1

z⇡(i)  Z
j⇤X

i=1

z⇡(i) > Z

 Also ist 
j⇤X

i=1

x⇡(i)z⇡(i) = Zx⇡(1), . . . , x⇡(j⇤�1) = 1 x⇡(j⇤) 2 [0, 1[

und

und und
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(2) Optimalität
j⇤

x

x⇤
=) 9 k 2 {j⇤, . . . , n} : x⇡(k) < x⇤

⇡(k)

=) 9 k 2 {1, . . . , n} : x⇡(k) < x⇤
⇡(k)

pi
zi

{

x⇤ nicht optimal!

=) 9 ` 2 {1, . . . , j⇤} : x⇡(`) > x⇤
⇡(`)

`

k
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Verallgemeinerung: Mehrfachverwendung
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Spezialfall: Alle Gewinndichten gleich
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Spezialfall des Spezialfalls: Größenschranke treffen
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Spezialfall  : Partition3
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Beispiel

Finde Aufteilung in zwei gleiche Teilmengen!
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Ein Bild hilft

120

120

24

13 17

31

3529

7

31

53
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Keine Lösung?!

54

1317

3135

29 731

57

23

34 14

20

!

! ! !

! !
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Enumerationsprinzip
12

0

12
0
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Enumerationsprinzip

•Exponentiell viele Fälle!
•Wie geht das systematisch?
•Wo kann man Arbeit sparen?
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Alltagsanwendung: xkcd #287
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• Bestimme erreichbare Zahlen
• Vorwärts: Nimm Zahlen hinzu

Dynamic 
Programming

• Zeige Unerreichbarkeit von Zahlen
• Rückwärts: Schließe Zahlen aus
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• Wieviel ist das?
  1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1

• Und das?
  1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1

• Dynamic Programming: 
• Nicht von vorn lösen
• Zwischenergebnisse merken

=13

= 13+1 = 14
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Bestimme alle Zahlen, die als Teilsummen erreichbar sind!

Beispiel 2.1

• Bestimme erreichbare Zahlen
• Vorwärts: Nimm Zahlen hinzu
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+13
+7

+13
+17

243037
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2.2
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2.3 2.2 Die Laufzeit

Induktionssannahme: korrekt für alle i.

Induktionsschritt:

Induktionsanfang: Initialisierung korrekt für n=0.
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{

2.2

O(nZ)
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•Exponentiell viele Fälle!
•Wo sparen wir Arbeit?

Dynamic 
Programming

O(nZ)
2n

Z klein im Vergleich zu         : viele Duplikate gespart
Z groß im Vergleich zu         : viel unnötige Arbeit

2n
2n
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• Wie lässt sich das Prinzip verallgemeinern?

• Wie geht das für Knapsack?

• Wie geht das für andere Probleme?
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• Wie lässt sich das Prinzip verallgemeinern?

• Wie geht das für Knapsack?

• Wie geht das für andere Probleme?
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4

Beispiel 2.4
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>
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>

>
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Richard Bellman (1920-1984)

1957
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Algorithmus 2.5
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Satz 2.6 Algorithmus 2.5

{O(nZ)

Induktion!

>
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Limitierender Faktor bei Dynamic Programming?

• Laufzeit?
• Speicherplatz!
Idee:
• Nicht ganze Tabelle speichern
• Nur die relevante Zeile

O(nZ)
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Ideen:
• Nur die jeweils letzte Zeile wird benötigt
• Updates von rechts nach links,
   damit nur erledigte Werte
   überschrieben werden
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Algorithmus 2.7
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Satz 2.8 Algorithmus 2.7

{O(nZ)
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Gegeben:

Gesucht:

Punktmenge

Längste konvexe Kette
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1. Enumeriere Startpunkt
1.1.Enumeriere Endpunkt

1.1.1.Betrachte obere und untere Kette
1.1.1.1.Für jedes Punktepaar:

1.1.1.1.1.Ermittle besten Vorgänger

1

1
1

2

2

3 4



 

Sándor Fekete |  Dynamic Programming  | AuD2 2026 

55

 

Gegeben:
„Einfaches“ Polygon 
(mit zusammenhängendem Rand)

Gesucht:
Optimale Unterteilung in Dreiecke
durch „Diagonalen“

Idee:
1.Berechne für alle (gerichtete) Diagonalen
1.1.Optimiere über möglich dritte Punkte

Bestwert Bestwert
?!
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3.1 Motivation
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•Exponentiell viele Fälle!
•Wie geht das systematisch?
•Wo kann man Arbeit sparen?

Dynamic 
Programming

Branch and
Bound
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54

1317

3135

29 731

57

23

34 14

20

!

! ! !

! !
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Satz 2.6 Algorithmus 2.5

{O(nZ)

Induktion!

>
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• Beschneide Enumerationsbaum
• Verfolge Mindest- und Maximalwerte

Branch and
Bound
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Ailsa H. Land

1960

Alison Doig
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3.2 Methodik
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Nein

Nein

Nein

Nein Ja

Ja

Nein Ja

Ja

Nein

Nein Ja

Ja

Nein Ja

Ja

Nein

Nein

Nein Ja

Ja

Nein Ja

Ja

Nein

Nein Ja

Ja

Nein Ja
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Nein

Nein

• Untere Schranke: Bisher erreichter Zielfunktionswert im ganzen Baum 

• Obere Schranke: Erreichbarer Zielfunktionswert im jeweiligen Teilbaum

< ?

Was sind geeignete Schranken?
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Nein

Nein

• Untere Schranke: Bisheriger Bestwert für Greedy (ganzzahlig) 

• Obere Schranke:  Lokaler erreichbarer Bestwert für Greedy (fraktional)

Relaxierung: Einfacher durch größere Lösungsmenge
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• Untere Schranke: Bisheriger Bestwert für Greedy (ganzzahlig) 

• Obere Schranke:  Lokaler erreichbarer Bestwert für Greedy (fraktional)

Relaxierung:  Schnell und optimal zu lösen durch größere Lösungsmenge

Heuristik:       Schnell zu lösen, aber nicht notwendig optimal                     
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Nein

Nein

Bisherige Entscheidungen fixieren Teilmenge!
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3.3 Durchführung
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4

Beispiel 2.4
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Z=9
S=ø
S=ø

LB=14
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Z=9

UB=16

S=ø
S=ø
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S=øS=ø

UB=16

LB=14



Sándor Fekete |  Branch-and-Bound  | AuD2 2026 

76

 

S=ø
Nein

LB=14

UB=13

S={1}
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S={1}

LB=14

UB=16

Ja
S=ø
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S={1}

LB=14

UB=15

Ja

Nein

S={2}
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S={1}

LB=14

UB=15

Ja

Nein

Nein

LB=15

S={2,3}
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S={1,3}

UB=15

Ja

Nein

LB=15

Ja

S={2}
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S={1,2}

UB=14

Ja

LB=15

Ja

S=ø



Sándor Fekete |  Branch-and-Bound  | AuD2 2026 

82

 

LB=15

Ja

Nein

Nein

S={1,4}S={2,3}

Ja



Algorithmus 3.1
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Satz 3.2 Algorithmus 2.10 optimale
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3.4 Ausblicke



Sándor Fekete |  Branch-and-Bound  | AuD2 2026 

86

 



Sándor Fekete |  Branch-and-Bound  | AuD2 2026 

87

 

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 {0, 1}

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 [0, 1]

0-1-Knapsack Fraktionales Knapsack

Schwieriger Einfacher
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max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 {0, 1}

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 [0, 1]

Ganzzahliges  
Optimierungsproblem

Beweisbar schwer zu lösen Beweisbar effizient lösbar

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 {0, 1}

Lineares  
Optimierungsproblem

max
nX

i=1

xipi

nX

i=1

xizi  Z

xi 2 {0, 1}
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Gegeben: Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein größtmögliches Matching M in G: 
eine möglichst große Menge disjunkter Kanten

max
X

e2E

xe

8v 2 V :
X

e2�(v)

xe  1

xe 2 {0, 1}

xe = 1

X

e2E

xe = 4
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Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein kleinstmögliches Vertex Cover S in G: 
eine möglichst kleine Menge von Knoten,  
die alle Kanten überdecken

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 {0, 1}

X

v2V

yv = 5

yv = 1
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Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein kleinstmögliches Vertex Cover S in G: 
eine möglichst kleine Menge von Knoten,  
die alle Kanten überdecken

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 {0, 1}

min
X

v2V

ye

8e 2 E :
X

e2�(v)

yv � 1

yv 2 [0, 1]

Relaxierung

yv =
1

2
X

v2V

yv = 4

Ganzzahlig?!



Das Rundreiseproblem

 

Gegeben: ),( EVG =Ein Graph 
mit Kantenlängen  ew

Gesucht: Eine kürzeste Rundreise 

Alle 13509 Postämter der USA
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4.1 Motivation
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Laufzeit?

0-1 Knapsack Traveling Salesman

Ziel: Vielleicht nicht die bestmögliche Lösung, sondern eine gute, aber dafür schneller…?!

O(2nf(n))O(nZ)
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4.2 Greedy und Approximation
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Beispiel 4.1: Knapsack

Z=N
n=2

z1 = 1
p1 = 2 p2 = N

z2 = N

Greedy: 2

OPT:    N
! 0
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Verbesserung?!

Z=N
n=2

z1 = 1
p1 = 2 p2 = N

z2 = N

Greedy: 2

p⇤ : N

6:
7:

3 '
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Wie gut ist das allgemein?

;

� G0 � p⇤

OPT  FractionalKP = G0 + xipi  G0 + p⇤  2G0
0}
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4.3 Approximationsalgorithmen
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Approximation 
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4.4 Bessere Approximation
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Ideen: 
• Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimallösung.
• Wende Greedy auf den Rest an.
• Der Fehler ist durch ein Objekt beschränkt.

Wie findet man die k wertvollsten Objekte?
• Enumeriere alle Teilmengen der Größe k! ! O(nk)Teilmengen
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Bessere Approximation von Knapsack 
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Gütegarantie

(a) Die Laufzeit ist nicht mehr als                      - also polynomiell.O(nk+2)

Nicht 2n, sondern n2

 



Gk +
1

k
Gk � OPT

, Gk � k

k + 1
OPT

=

✓
1� 1

k + 1

◆
OPT
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Gütegarantie

}Betrachte OPT mit S⇤ ✓ {1, . . . , n}.
|S⇤|  k =) OPT wird gefunden.|S⇤| > k =)

k

} l

}

 



Sándor Fekete |  Approximation  | AuD2 2026 

107

Zusatzbemerkungen

 4.6
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Approximationschemata 
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4.4 Ausblicke
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Approximationsfaktoren

0-1 Knapsack Vertex Cover Traveling SalesmanMatching

Max Min

Min

1� 1

k + 2

Max

1 2

3

2

1 + "
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5.1 Die Klasse P: „Perfekte“ Algorithmen
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 Erwünschte Eigenschaften von Algorithmen

Fractional KnapsackZiele:         Ein „perfekter“ Algorithmus sollte

1.immer:              für jede beliebige Instanz

2.schnell:             in polynomieller Zeit

3.optimal:            eine bestmögliche Lösung

liefern.

0-1 Knapsack ?!

Achtung: 
Das klassifiziert Probleme,

nicht Algorithmen!
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Das Dreieck der Perfektion

1. immer 2. schnell

3. optimal

Kapitel 1

Kapitel 2

Kapitel 3

Kapitel 4

0-1 Knapsack ?!Fractional Knapsack

Exakte Algorithmen:
Dynamic Programming

Branch-and-Bound

Heuristiken:
Greedy_0

Approximationsalgorithmen:
Greedy_k

Gehört 0-1 Knapsack zu P?

P
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5.2 Die Klasse NP: „NachPrüfen“
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Nachprüfen!

120

120

24

13 17

31

3529

7

31

53

24 53

Existenz einer Lösung: einfach zu überprüfen!
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Keine Lösung?!

54

1317

3135

29 731

57

23

34 14

20

!

! ! !

! !
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Enumeration

•Exponentiell viele Fälle!
•Kann man Arbeit sparen?
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P vs. NP 
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Feinheiten
• Definition der Klasse NP über schnelle Verifizierbarkeit ist anschaulich.

• Eine formalere Definition (über nichtdeterministische Turingmaschinen) 
    lernt man in Theoretischer Informatik.

• Genau genommen sind Probleme in der Klasse NP Entscheidungsprobleme:
    Gibt es eine Lösung?

• Die zugehörigen Optimierungsprobleme kann man aber durch eine Reihe                   
   von Entscheidungsproblemen lösen: 

✓  Gibt es eine Lösung mindestens vom Wert OPT?
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5.3 Ein Beispiel mit Logik
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Beispiel 5.5: Knapsack
z1 = p1 = 100110

z2 = p2 = 100001

z3 = p3 = 10101

z4 = p4 = 10010

z5 = p5 = 1001

z6 = p6 = 1110

z7 = p7 = 200

z8 = p8 = 100

z9 = p9 = 20

z10 = p10 = 10

z11 = p11 = 2

z12 = p12 = 1

 



z1 = p1 = 100110

z2 = p2 = 100001

z3 = p3 = 10101

z4 = p4 = 10010

z5 = p5 = 1001

z6 = p6 = 1110

z7 = p7 = 200

z8 = p8 = 100

z9 = p9 = 20

z10 = p10 = 10

z11 = p11 = 2

z12 = p12 = 1
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

111444

1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswählen, 
               aber nicht beide.
2. Ziffer: Man muss  3 oder 4 auswählen, 
               aber nicht beide.
3. Ziffer: Man muss  5 oder 6 auswählen, 
               aber nicht beide.
4. Ziffer: Man muss  1, 3 oder 6 auswählen, dann 
               kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen.
5. Ziffer: Man muss  1, 4 oder 6 auswählen, dann 
               kann man mit 9 und 10 den Wert 4 erzeugen.
6. Ziffer: Man muss  2, 3 oder 5 auswählen, dann 
               kann man mit 11 und 12 den Wert 4 erzeugen.

x2 _ x2

x1 _ x1

x3 _ x3

(x1 _ x2 _ x3)

(x1 _ x2 _ x3)

(x1 _ x2 _ x3)

 



z1 = p1 = 100110

z2 = p2 = 100001

z3 = p3 = 10101

z4 = p4 = 10010

z5 = p5 = 1001

z6 = p6 = 1110

z7 = p7 = 200

z8 = p8 = 100

z9 = p9 = 20

z10 = p10 = 10

z11 = p11 = 2

z12 = p12 = 1
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Beispiel 5.5: Äquivalenz

111444

x2 _ x2

x1 _ x1

x3 _ x3

(x1 _ x2 _ x3)

(x1 _ x2 _ x3)

(x1 _ x2 _ x3)

,^ ^

Konkret: Jede Lösung der logischen Formel entspricht 
einer Lösung der Instanz SUBSET SUM — und umgekehrt.

Allgemein: Für jede logische Formel dieser Art lässt sich 
schnell eine äquivalente Instanz von SUBSET SUM konstruieren.

Also: Wenn wir einen „perfekten“ Algorithmus für SUBSET 
SUM haben, dann können wir auch schnell entscheiden, ob 
eine logische Formel lösbar ist. 

 



Sándor Fekete |  Komplexität  | AuD2 2026 

125

 

5.4 3SAT
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Das Logikproblem 3SAT 
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Wie schwer sind 3SAT und KNAPSACK?

(x1 _ x2 _ x3)(x1 _ x2 _ x3)(x1 _ x2 _ x3)^ ^

z1 = p1 = 100110

z2 = p2 = 100001

z3 = p3 = 10101

z4 = p4 = 10010

z5 = p5 = 1001

z6 = p6 = 1110

z7 = p7 = 200

z8 = p8 = 100

z9 = p9 = 20

z10 = p10 = 10

z11 = p11 = 2

z12 = p12 = 1

,
KNAPSACK3SAT
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5.5 Konsequenzen
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Algorithmen      und    Investmentbanker

Ziele:   Ein „perfekter“ Finanzberater ist ein

1. ehrlicher  

2. intelligenter

3. Investmentbanker. 

Ziele:       Ein „perfekter“ Algorithmus liefert

1. immer

2. schnell

3. eine optimale Lösung.
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NP-Vollständigkeit                 Finanzkrise

1. ehrlich 2. intelligent

3. Investmentbanker

1. immer 2. schnell

3. optimal
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Die Komplexitätslandschaft

NP-schwer NP-schwer

NP-vollständig

P=NP
= NP-vollständig

Ko
m

pl
ex

itä
t

 



Sándor Fekete |  Komplexität  | AuD2 2026 

132

Das Bild für Knapsack

1. immer 2. schnell

3. optimal

1. immer 2. schnell

3. optimal
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Umgang mit schwierigen Situationen
Persönlichkeitsprofile:
(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Glück vertrauen

(C) Hart arbeiten

(D) Erwartungen zurückschrauben

Ziel:  Algorithmus für NP-schweres Problem

1. immer

2. schnell

3. eine optimale Lösung.

(A) Komplexitätsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

(B) Heuristiken: raten und hoffen

(C) Exakte Algorithmen

(D) Approximationsalgorithmen: „gut“ statt „optimal“
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5.6 Ausblick
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Vertex Cover

Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein kleinstmögliches Vertex Cover S in G: 
eine möglichst kleine Menge von Knoten,  
die alle Kanten überdecken
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Entscheidungskomponenten
x1 _ x1 x2 _ x2 x3 _ x3

(x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3)

 2m Knoten 

 n Knoten n Variablen 

 m Klauseln 

 0 Knoten
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Reduktion von 3SAT auf VERTEX COVER

,

3SAT

(x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3)^ ^ ^

VERTEX COVER

 ≤ n+2m  > n+2m
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Algorithmen und Datenstrukturen 2 
Sommer 2026 
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7.1 Motivation
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Aufgabenstellung

0
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Aufgabenstellung
T

0

m-1

U S
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7.2 Aufgabenstellung
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Aufgabenstellung 
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Alternativen 
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Herausforderungen

1

1

2

2

3

3
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Anforderungen 
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7.3 Hashfunktionen
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Divisions-Rest-Methode

Beispiel: m=11, S={49, 22, 6, 52, 76, 34, 13, 29}

Hashwerte: h(49) =   5 
                       h(22) =   0 
                       h(6)   =   6 
                       h(52) =   8 
                       h(76) = 10 
                       h(34) =   1 
                       h(13) =   2 
                       h(29) =   7 
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Wahl von m 
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7.4 Kollisionen
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Auftreten von Kollisionen 
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Geburtstagsparadoxon 
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Geburtstagsparadoxon (verallgemeinert) 
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Kollisionbehandlung 
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7.5 Verkettung von Überläufern
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Verkettetung: Realisierung 
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Beispiel 
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Analyse 
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Analyse (2) 
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7.6 Offene Adressierung
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7.6 Offene Adressierung
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Anforderungen

t(0,j) t(1,j)t(2,j)
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Operationen 
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Löschen?! 
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Sondieren 
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Lineares Sondieren 
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Problem des Linearen Sondieren 
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Ideales Hashing 
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Quadratisches Sondieren 
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Quadratisches Sondieren (2) 
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Multiplikatives Sondieren 
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Multiplikatives Sondieren (2) 
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Doppeltes Hashing 
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Doppeltes Hashing (2) 
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Zusammenfassung 
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7.7 Kryptographie
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• Text codieren: 
1.Berechtigter Empfänger soll Nachricht entschlüsseln können. 
2.Unberechtigter Empfänger soll Nachricht nicht entschlüsseln können.

Veränderte Ziele 
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• Deterministisch, d.h. dieselbe Nachricht ergibt 
immer den selben Wert. 

• Hashwert lässt sich schnell berechnen. 
• SEHR schwer eine Nachricht mit demselben 

Hashwert zu generieren. 
• SEHR schwer zwei Nachrichten mit demselben 

Hashwert zu finden. 
• Ein kleine Änderung in der Nachricht ändert das 

Ergebnis so stark, dass man aus den 
Hashwerten nicht auf ähnliche Nachrichten 
schließen kann.

Veränderte Ziele 



Public Key Cryptography



Vielen Dank!
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