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Hausaufgabe 1 (Wechselgeld): (2+3+4 Punkte)
Wir mochten einen Verkaufsautomaten programmieren, der das Wechselgeld mit moglichst
wenig Miinzen zuriickgibt. Formal:

Gegeben: Eine Zahl W € N und Miinzwerte 1 = M| < My < -+ < M,,.

Gesucht: Nicht-negative, ganze Zahlen x4, ..., x,,, sodass

imiMi =W und

i=1
m

Z z; minimal.
i=1

Algorithmus 1 zeigt einen Greedy-Algorithmus, der méglichst hochwertige Miinzen priori-
siert.

function CHANGE(W My, ..., M,,)
for : =m down to 1 do

T; = 1\‘44/ > Nimm Miinze ¢ so oft wie moglich.
return z{,...,7,,

Algorithmus 1: Ein Greedy-Algorithmus, der moglichst wenig Miinzen Wechselgeld
zuriickgeben soll.

a) Algorithmus 1 ist tatséchlich optimal fiir manche Wiahrungssysteme, zum Beispiel
den Euro. Das Euro-Wahrungssystem besitzt die folgenden Miinztypen: 1-, 2-, 5-,
10-, 20-, 50-, 100- und 200-Cent-Miinzen. Gibt Algorithmus 1 weiterhin stets die
minimale Anzahl an Miinzen zuriick, wenn zusétzlich 25-Cent-Miinzen (wie die vom
US-Dollar bekannten quarters) eingefithrt werden? Begriinde Deine Antwort.
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b) Sei nun OPT(7,z) der minimale Wert, wie viele der ersten ¢ Miinzen benétigt werden,
um den Wert x zu erreichen. Gib eine Rekursionsgleichung an, die opPT(4, x) fiir ein
Wiéhrungssystem mit Miinzen im Wert von 1 = M; < M, < --- < M,, bestimmt.

c) Zeige: Wenn M, fiir alle 1 < i < m ohne Rest durch M; teilbar ist, dann ist
Algorithmus 1 optimal.
Hinweis: Angenommen, Z sei der zu erreichende Wert und Z > M; fiir ein
2 < j < m. Wie oft kann man jede Miinze M; mit ¢ < j maximal verwenden?
Auflerdem gilt: " | a;41 — a; = anq1 — a4 fiir alle Folgen a; (Teleskopsumme).

Hausaufgabe 2 (SUBSET SuM): (342 Punkte)

a) Wende das dynamische Programm fiir SUBSET SuM aus der Vorlesung auf folgende
Instanz an:

i1 2 3 45
% |7 3 5 35

und Z = 14.

Fiille dazu die folgende Tabelle aus, wobei der Eintrag in Zeile ¢ und Spalte x dem
Wert S(x, 1) entspricht.

x| 0123456789 |101112|13 |14

b) Wie kann das dynamische Programm fiir SUBSET SUM verwendet werden, um
PARTITION zu 16sen?

Seite 2 / 3



Hausaufgabe 3 (Minimal gewichtetes Vertex Cover): (343 Punkte)
Eine Menge C' C V von Knoten aus dem Graph G = (V| E) ist genau dann ein Vertex
Cover von GG, wenn fiir jede Kante mindestens ein Knoten in C liegt, d.h., V{u,v} € E:
H{u,v}NC| > 1.

Ein Graph G ist gewichtet, wenn es eine Kostenfunktion ¢ : V' +— N gibt, die jedem
Knoten v ein Gewicht ¢(v) zuordnet.

a) Zeige: Fiir jeden gewichteten Baum T = (V, E') existiert ein Vertex Cover M mit

S o) < Y ew)/2,

veM veV

also mit maximal der Hélfte des Gesamtgewichts. (Hinweis: Berechne die Entfernungen
aller Knoten zu einem Startknoten.)

b) Wir wollen fiir einen gewichteten Baum T = (V, E') das Gewicht eines minimalen
gewichteten Vertex Cover M berechnen, also das kleinste mogliche Gesamtgewicht
Y ven €(v), was ein Vertex Cover im Baum 7" haben kann. Wie in der Vorlesung
nehmen wir dafiir an, dass der Baum einen Wurzelknoten hat; die Menge N(v)
enthélt dann jeweils alle Kinder von v.

Stelle die Rekursionsgleichung fiir M (v) auf, die das Gewicht des minimalen gewich-
teten Vertex Cover fiir den Teilbaum mit Wurzelknoten v berechnet.
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