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Kapitel 9.2 - PATH ist NL-vollstandig

MLy,
TS

‘:%i % Technische - -
3= %E Universitit Arne Schmidt | Theo 2 | Seite 2

%‘ #&  Braunschweig
!rw "aﬂt‘
5C



PATH-Problem

Pfadexistenz (PATH)
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V,E), Knoten s,t € V.

Frage: Gibt es einen Pfad von s nach tin G?

Aus ,Algorithmen und Datenstrukturen®:
* Pfadisteine Kantenfolge von s nach ¢t
ohne Knotenwiederholungen.

« Ein Pfad besitzt maximal |V| Knoten. S

Wie konnen wir mit logspace testen, ob ein
Pfad existiert?

Wie codieren wir tiberhaupt den Graphen?
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Graphcodierung

Adjazenzliste:
Liste zu jedem Knoten die Nachbarn auf!
Fir die TM reichen uns daftir Zahlen.

0-~1,2 >
1-3,5 S =7
24

350,24

4 -5

5-3

(%
Das konnen wir einfach binar codieren!

Damitist PATH = { G#s#t | G codiert einen Graphen, in dem es einen Pfad von s nach t gibt. }
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PATH in NL

Lemma 9.2
PATH ist in NL.

Betrachte Graphenscan aus AuD: V4

* Breitensuche: Muss die Level speichern! 2
—> Benotigt zu viel Speicher

* Tiefensuche: Wenn wir irgendwo nicht
weiterkommen, missen wir zurick.
- Wir miissen den gesamten Pfad speichern!
—> Benotigt zu viel Speicher! Uy

Beachte: Wir sind nicht-deterministisch!
- In Tiefensuche: Wenn wir nicht weiterkommen, ist
dieser Pfad einfach nicht der Gesuchte!
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Random Walk

count = (

current = s

while count < n do

count + +

Rate Knoten new € {1.,..., n} 41 t = vc

if new ist Nachfolger von current then
if new =t then

return true
end if current = new

else

return false v,
end if

end while
Beachte: Es kann passieren, dass wir teilweise im Kreis laufen. Das ist aber egal.

Existiert ein Weg, existiert auch ein Pfad!

return false
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Random Walk - Analyse

count = 0 Zu jedem Zeitpunkt miissen nur folgende Daten

current = s gespeichert werden:
while count < n do o Zahler count, der durch n beschrankt ist.
count + + —> log n Speicherbedarf
Rate Knoten new € {1..... n} * Zwei Knoten, die durch eine Zahl 1, ..., n codiert
if new ist Nachfolger von current then sind.
if new =t then - 2logn Speicherbedarf
return true Wir benotigen also nur O(logn) Speicherbedarf.

end if current = new

else

Korrektheitist recht klar:

Gibt es einen Pfad, dann gibt es eine Berechnung,
die genau diesen Pfad rat und damit true
zuruckgibt.

return false
end if

end while

return false
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PATH ist NL-Vollstandig

Lemma 9.2
PATH ist in NL-Vollstandig (bzgl. Logspace-Reduktionen).

Dass PATH in NL liegt, haben wir gezeigt.
Nun zu zeigen: PATH ist NL-schwer

Dafiir:
Zeige, dass jedes Problem in NL auf PATH reduziert werden kann!

Sei L € NL ein solches Problem.
Es gibt eine NTM M, die log n-beschrankten Platzverbrauch besitzt und £ entscheidet.

Konstruiere nun einen Graphen G;; mit Knoten aus M, sodass gilt
M akzeptiert x gdw. Es gibt einen Pfad von s nach ¢
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Konfigurationsgraph

Zur Erinnerung, der Konfigurationsgraph einer TM ist wie

folgt:

* Jede Konfiguration ¢ = v g w X Arbeitsband entspricht
einem Knoten.

» Zwei Konfigurationen c4, ¢, sind verbunden, wenn ¢; =

c, gilt.

Zustand g

Fir M und Eingabewort x ist die Startkonfiguration gyx; der
Startknoten fiir PATH!

olofi[aJaT#Jof1[1]1]u

0.B.d.A. nehmen wir an, es gibt eine eindeutige
akzeptierende Konfiguration:
qaccx und ein leeres Arbeitsband; der Zielknoten fiir PATH!
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Grofde des Konfigurationsgraphen fiir NL Probleme

Zunachst: M hat konstant viele Zustande.
Nun miussen wir die Kombination aus Konfigurationen des Eingabebandes und des Arbeitsbandes
bestimmen.

Eingabeband: Hier ist nur die Kopfposition mit | x| Moglichkeiten interessant. Die kénnen mit
0 (log|x|) bits codiert werden.

Arbeitsband: Hier existieren Worter der Lange O(log|x|) mit O(log|x|) Moglichkeiten des Kopfes.
- Jede Konfiguration ist als Wort der Liange O(log|x|) beschreibbar.

Die DTM fiir die Reduktion f;; kann nun die Worter aufzdahlen und tiberpriifen, ob sie valide sind.
Gultige Worter werden ausgegeben. Fiir Kanten kann dies mit Paaren von Woérten geschehen.
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Azyklische Graphen

Pfadexistenz in azvklischen Graphen (ACYCLICPATH
Gegeben: Ein gerichteter, azyklischer Graph G = (V,E), Knoten s,t € V.
Frage: Gibt es einen Pfad von s nach tin G?

t

Nicht azyklisch Azyklisch

Lemma 9.2
ACYCLICPATH ist NL-Vollstandig (bzgl. Logspace-Reduktionen).
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Kapitel 9.3 - coNL
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Unerreichbarkeit

Unerreichbarkeit (PATH)
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V,E), Knoten s,t € V.

Frage: Gibt es keinen Pfad von s nach tin G?

Von Theorem 2.1 (Satz von Immerman & Szelepcsényi) wissen wir bereits:

Proposition 9.16
PATH € NL.

Theorem 9.15
NL = coNL.

Theorem 9.17
Es sei f: N - N mit f(n) = logn, V n.Dann gilt
coNSPACE(0(f)) = NSPACE(0(f))
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