o™,
'a% Technische

o
%
< ]

“ﬁ%g Universitit
%7 .j’ Braunschweig

L) L A< _\- i —, = =
cP % Vo < VU §
il % S\ gl N
f 5 L : )
0, 1~ 7NN Y
e 7. 1“ 2
. 3 {7 [ \ \ <

K
¥s

“\"

w E;jé%:fz‘l!éx A

et v s “
e & ? % %

Theoretische Informatik 2

Arne Schmidt
]
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Kapitel 8 - Komplexitatskarte
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Komplexitatskarte

/ = #7H% #
L &, NL &3 P PSPACE <3 EXP &; NEXP &, EXPSPACE
=5 Sy S, =6
coNL coNP NPSPACE
=5
coNPSPACE
1. Nicht-determinismus ist potentiell 4. coNP erfillt dieselben Inklusions-
Machtiger(Lemma 7.21) beziehungen wie NP (Lemma 7.37)
2. Jede Zeitschranke fiir NTMs ist auch 5. Satz von Immermann & Szelepcsényi
Platzschranke. (Lemma 7.25) (Theorem 2.1)
3. Platzschranke fiir NTMs liefert 6. Satz von Savitch (Kapitel 12)
exponentiell grofdere Laufzeit fiir DTMs. 7. Hierarchiesatze (Kapitel 13)
(Lemma 7.30)
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Wichtige Fragen

Wie stehen
deterministische Zeit- und
nicht-deterministische
Zeitkomplexitaten
zueinander?

Wie stehen Zeit- und
Platzkomplexitaten
zueinander?

Spater im Detail: P vs NP
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Charakteristische Probleme

L: Arithmetische Probleme, bspw. gegebene Zahlen x, y, z in binar, giltx + y = z?
NL: Suchprobleme in Graphen (,Existiert ein Pfad von s nach t“)
P: CVP, das Auswertungsproblem fiir Schaltkreise

NP: SAT, die Erfiillbarkeit eine booleschen Formel

PSPACE: QBEF die Auswertung quantifizierter boolescher Formeln.

Man vermutet, dass all die genannten Probleme die ,schwersten“ Probleme der Klasse sind.

Wir sehen spater: Haben wir einen Algorithmus, die die Zugehorigkeit des Problems zur
Klasse beweist, haben wir einen Algorithmus fiir jedes Problem aus derselben Klasse!
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Kapitel 9 - L und NL
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L und NL

N
Zur Wiederholung: Ein Problem liegt in (N)L,
wenn es sich (nicht-)deterministisch mit

0
logarithmischem Platz 16sen kann. y
‘\ i Man glaubt, dass NL # L gilt.
] Wir werden Probleme in NL identifizieren,
' von denen man glaubt, dass sie nicht in L
liegen. Diese werden durch den Begriff
,Vollstandigkeit fiir NL“ charakterisiert. )
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Kapitel 9.1 - Reduktionen und Vollstandigkeit
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Reduktionen
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Definition 9.1
Sei R eine Klasse von Funktionen. Eine Sprache (oder Problem) A € ] heifdt R-many-one-
reduzierbar auf eine Sprache B € X5, falls es eine Funktion f: £] — X5 gibt, sodass fiir alle x €
X7 gilt:

x€EAS f(x) EB
Wir nennen f die Reduktion und schreiben 4 <%, B.

Bemerkung 9.3
Die Reduktionen im ersten Teil der Vorlesung, waren R-many-one-Reduktionen, wobei R die
Menge der totalen berechenbaren Funktionen waren.

Fur die Komplexitatstheorie werden hauptsachlich

* Polynomialzeitreduktionen (R ist die Menge aller polynomiellen Funktionen; Sﬁfly), und
* Log-Space-Reduktionen (R ist die Menge aller log-space-Funktionen; Siﬁg) verwendet.

Diese definieren wir gleich etwas praziser.
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Schwere und Vollstandigkeit

Definition 9.2
Sei C eine Komplexitatsklasse, R eine Menge von Funktionen und B eine Sprache.

a) Die Sprache B heif3t C-schwer bzgl. R-many-one Reduktionen, falls sich alle A € C mit R-
many-one-Reduktionen auf B reduzieren lassen:
VAeC:A<R B
b) Die Sprache B heifdt C-vollstiandig bzgl. R-many-one Reduktionen falls
* B € C (,Membership® ,untere Schranke“ der Schwere)
* Bist C-schwer bzgl. R-many-one Reduktionen (,Hardness®, ,obere Schranke” der
Schwere)

Intuitiv:
a) bedeutet, dass B mind. so schwer wie jedes Problem in C ist.
b) bedeutet, dass B tatsachlich das schwerste Problem in C ist.
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Bedingungen an die Reduktionen

Die Reduktionen sollten schwacher als die Klasse selbst sein, d.h. C ist unter R-many-one-
Reduktionen abgeschlossen.

Andernfalls konnte man einen signifikanten Teil der Berechnung der zu reduzierenden
Sprache bereits durch die Reduktion berechnen.

Die Reduktionen sollten transitiv sein.

Insbesondere sollte gelten:
A ist C-schwer und A4 Sﬁl B, dann ist auch B C-schwer.
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Logspace-Reduktionen

Definition 9.4

Eine Funktion f: X7 — X ist logspace-berechenbar, wenn es eine DTM mit speziellem Ein-
und Ausgabeband gibt, wobei:

» Eingabeband mit Alphabet X] ist read-only

» Ausgabeband mit Alphabet X; ist write-only

* Arbeitsband mit Alphabet I ist read-write

Aufderdem ist die DTM

* total,

* haélt zu jeder Eingabe nach endlich vielen Schritten und hat f(x) € X auf das Ausgabeband
geschrieben und

« der Speicherverbrauch ist durch O0(logn) beschrankt.

In der Literatur findet man diese DTM auch unter dem Begriff Logspace-Transducer
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Polyzeit-Reduktionen

Definition 9.4 (cont.)

Eine Funktion f: X7 — X5 ist Polynomialzeit-berechenbar, wenn es eine DTM mit speziellem
Ein- und Ausgabeband gibt, wobei:

» Eingabeband mit Alphabet X] ist read-only

» Ausgabeband mit Alphabet X; ist write-only

* Arbeitsband mit Alphabet I ist read-write

Aufderdem ist die DTM

* total,

* haélt zu jeder Eingabe nach endlich vielen Schritten und hat f(x) € X auf das Ausgabeband
geschrieben und

« der Zeitverbrauch ist durch 0(n*) beschrinkt, wobei k eine vom Input unabhingige
Konstante ist.
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Af

Logspace- und Polytime-Reduktionen

Definition 9.6
Eine Sprache A € ¥} heif3t logspace-reduzierbar auf eine Sprache B € 25, wenn 4 <&, B mit

R gleich der Klasse der logspace-berechenbaren Funktionen gilt. Wir schreiben A Si,gg B

Alternativ:
Eine Sprache A € X7 heifdt logspace-reduzierbar auf eine Sprache B € X, wenn es eine
logspace-berechenbaren Funktion f gibt, sodass fiir alle x € 2] gilt x € A & f(x) € B.

Analog:
Eine Sprache A € 2] heif3t polynomiell-reduzierbar auf eine Sprache B € 25, wenn A <k B
mit R gleich der Klasse der Polynomialzeit-berechenbaren Funktionen gilt. Wir schreiben

Lemma 9.7 Falls A Si,olg B, dann auch A4 an()ly B.
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Logspace-Reduktion ist transitiv und zu machtig fiir L

Lemma 9.8
Es seien f:¥] — X5 und g: 25 — X3 logspace-berechenbare Funktionen. Dann ist auch ihre
Verkettung g o f: X7 — X3 logspace-berechnbar.

Insbesondere folgt dann aus 4 Sz‘g B und B Siﬁg C auch A Sz‘g C.

Beweis: Gleich an der Tafel!

Lemma 9.9

Sei Z ein endliches Alphabet.

a) Eine Sprache £ € X*istin L, gdw. £ sz‘g {1}

b) Jede Sprache £ € £* in Lmit £ # @ und £ # X" ist L-vollstdandig (bzgl. Logspace-
Reduktionen)
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Beweis: Selbst!
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Abgeschlossenheit

Lemma 9.10
Sei A Siﬁg B.Wenn B in L (bzw. NL, bzw. P) ist, dann ist auch 4 in L (bzw. NL, bzw. P).

Lemma 9.11

Sei A eine Sprache.

a) Falls A NL-schwer bzgl. logspace-Reduktionen ist und A4 in L ist, dann folgt NL = L.
b) Falls A P-schwer bzgl. logspace-Reduktionen ist und 4 in NL ist, dann folgt NL = P.
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