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Kapitel 5 - Satz von Rice
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Welche Eigenschaften
von Sprachen sind
eigentlich
unentscheidbar?

Technische
£ Universitit Arne Schmidt | Theo 2 | Seite 3

¥ Braunschweig




Kapitel 5.1 - Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)
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Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

Lege Kopien der Kacheln so nebeneinander, 1 10 011
das oben und unten derselbe Binarstring
entsteht.

101 11
Geht das in diesem Beispiel? 00
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Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)
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Lege Kopien der Kacheln so nebeneinander, 1 10 011
das oben und unten derselbe Binarstring
entsteht.
101 00 11
Geht das in diesem Beispiel?
Ja! Sequenzist 1323 1 2 3
1 011 10 011 101110011
101 11 00 11 101110011
1 3 2 3
Sigtleat Technische
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Definition 5.1 - Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

Lege Kopien der Kacheln so nebeneinander, 1 10 011
das oben und unten derselbe Binarstring
entsteht.

101 11
Geht das in diesem Beispiel? 00

Postsches Korrespondenzproblem (PCP)

Gegeben: Eine endliche Sequenz von Tupeln aus Wortern (x4, y1), ..., (Xx, Vi)-
Frage: Gibt es eine endliche, nicht-leere Sequenz von Indizes i ... i;, mit

xilxiz ...xin = yi1yi2 "'yin?
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Unentscheidbarkeit

Theorem 5.3
Das PCP ist unentscheidbar.

Wir betrachten zunichst eine modifizierte Variante.

Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem (MPCP)

Gegeben: Eine endliche Sequenz von Tupeln aus Wortern (x4, y1), ..., (Xk, Vi)-
Frage: Gibt es eine endliche, nicht-leere Sequenz von Indizes i ... i;, mit

Xi Xiy Xy = Vi, Vi, Vi und iy =17

Lemma 5.4
MPCP < PCP.
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Beweisskizze

Lemma 5.4
MPCP < PCP.

Firw = aqa, ...a,, € L* betrachte
w = #aHa# ... #Ha #
w = #Ha#a# ... #Hay,
w' = ai#ar# ... #Ha,#
Fiir eine gegebene MPCP Instanz K = (x4, y1), ..., (xx, Vi) Konstruiere die Instanz
f(K) = (x_1; yl‘); (xl,t yl\)) (Xz,, yZ\); ey (xk,l yk\); ($; #$)

ll=>,'
Hat K eine Losung i; = 1,i,, ... iy, dann hat f(K) sie Losung 1,i, + 1,i3+ 1,...,i, + 1,k + 2.
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Beweisskizze

Lemma 5.4
MPCP < PCP.

Firw = aqa, ...a,, € L* betrachte
w = #aHa# ... #Ha #
w = #Ha#a# ... #Hay,
w' = ai#ar# ... #Ha,#
Fiir eine gegebene MPCP Instanz K = (x4, y1), ..., (xx, Vi) Konstruiere die Instanz
f(K) = (x_1; yl\); (xl,t yl\); (xZ,' yZ\); ey (xk,l yk\); ($: #$)

‘oo
Betrachte eine Losung von f(K) minimaler Linge i; ...i, € {1, ...,k + 2}".
Dann ist nach Konstruktion iy = 1und i, = k + 2.

1 und k+2 tauchen nur einmal auf! (Warum?)

Damitist1,i, — 1, ...,i,_1 — 1 eine Losung fiir K.
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Unentscheidbarkeit

Theorem 5.3
Das PCP ist unentscheidbar.

Wir betrachten zunichst eine modifizierte Variante.

Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem (MPCP)

Gegeben: Eine endliche Sequenz von Tupeln aus Wortern (x4, y1), ..., (Xk, Vi)-
Frage: Gibt es eine endliche, nicht-leere Sequenz von Indizes i ... i;, mit

Xi Xiy Xy = Vi, Vi, Vi und iy =17

Lemma 5.4
MPCP < PCP.

Lemma 5.5
ACCEPT < MPCP.
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Beweisidee

Lemma 5.5
ACCEPT < MPCP.

Codiere fiir die Eingabe w#x von ACCEPT die Konfigurationen ¢y = ¢; = ... = ¢ von M,,.
MPCP soll dann eine Losung der Form #co#cy # ... #c i ... #qgocft#
Dabei erhalty eine Konfiguration Vorsprung:

1 2 3 nt1 T2
r-Sequenz : # Qoar ay ... a, " #
-Sequenz : o @1 Qs ... a b as ... a
y-Seq T4 5 n # g n, 7F
1 2 3 n+l n+t2

Ist ¢; erreicht, muss dieser Vorsprung wieder behoben werden

Laschen

r-Sequenz :  FcoFei# ... FoFHTH
y-Sequenz :  FCoFC1HF - FHCHF . _FFaccHF
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Bemerkung 5.6

Fir k € N ist PCPk das PCP fiir
Instanzen mit genau k Paaren.

Fir k = 1 ist es trivial entscheidbar.
Fir k = 2 ist es auch entscheidbar.

Fir k € {3,4} ist es unbekannt.

Fir k = 5 ist es unentscheidbar.

A AN N
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Kapitel 5.2 - Satz von Rice
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Nicht-Triviale Eigenschaften

Definition 5.7
Sei X ein Alphabet. Wir bezeichnen mit RE(X) die Menge aller rekursiv-aufzdhlbaren (semi-

entscheidbaren) Sprachen uber X, also die Menge aller Sprachen £, zu denen eine TM M mit
L(M) = L existiert.

Eine Eigenschaft P der Sprachen in RE(Z) ist eine Funktion
P:RE(2) — {0,1} = B = {false, true}.
Wir sagen, dass eine Sprache £ € RE(Z) Eigenschaft P hat, falls P(£) = 1 gilt.

Eine Eigenschaft heifdt trivial, wenn P eine konstante Funktion ist. Andernfalls heif3t die
Eigenschaft nicht-trivial.
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Bemerkungen

N
Fiir nicht-triviale Eigenschaften existieren also
Sprachen £, L' mit P(£) = 1 und welche mit P(L) = 0. )

Wir konnen die Sprache uber eine definierende TM
beschreiben, damit ist P die Sprache

‘1\ P={we{01}]P(t(M,))) )
|

N
ﬁ Beachte: P beschreibt Eigenschaften von Sprachen;

nicht von Turing-Maschinen!
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Beispiele 5.8

Nicht-Triviale Eigenschaften

Eigenschaften von TMs

« L= L(M,) ist endlich.

« L =L(M,,) ist regular.

« L = L(M,,) ist kontextfrei.

« L = L(M,,) ist entscheidbar.

« 10110 € £, d.h. M,, akzeptiert Eingabe 10110.
« L =2%dh.M, ist universell.

M,, hat 481 Kontrollzustinde.

Die Berechnung von M,, auf Eingabe
10110 halt nach héchstens 10 Schritten.
M,, ist ein Entscheider.

Es gibt eine kleinere TM mit derselben
Sprache

Triviale Eigenschaften

e [ ist nicht-semi-entscheidbar.

[ ist Bild einer totalen berechenbaren Funktion.
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Satz von Rice

Theorem 5.9
Jede nicht-triviale Eigenschaft der semi-entscheidbaren Sprachen ist unentscheidbar.

Beweis: Tafel!
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