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Kapitel 3 - Berechen- und Entscheidbarkeit
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Kapitel 3.1 - Berechenbarkeit
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Beispiel 3.1

Sei f: ] — I (fiir bel. £7, £5) mit f(w) = undef fur all w € X7.

Wie berechnet man f?
Was diirfte ein Algorithmus ausgeben? Wenn er etwas ausgibt, ware das ein definiertes
verhalten!

Wir mussen erst definieren, was , berechenbar” bedeutet!
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Berechenbarkeit

Intuitiv: Eine (partielle) Funktion f:X] —,, X3 ist berechenbar, wenn es einen
Algorithmus gibt, der mit Eingabe w € £

* nach endlich vielen Schritten akzeptiert und f{w) ausgibt, falls f{w) definiertist
* nicht anhalt oder nicht akzeptiert, falls f(w) nicht definiert ist.

Umgekehrt, berechnet jeder (deterministische) Algorithmus eine partielle Funktion.
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Beispiel 3.1

Sei f: ] — I (fiir bel. £7, £5) mit f(w) = undef fur all w € X7.

Ein moglicher Algorithmus:
while true do

continue;
end while
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Beispiel 3.2

Sei f;: N —» N mit
1, falls n ein Prafix der Dezimaldarstellung von 7 ist.
, sonst
Beispiele:

G149 =1, f(5)=0, f(141) =0
Ist diese Funktion berechenbar?

Ja! Sei n die Eingabe mit k vielen Ziffern. Dann:

* Approximiere  auf k — 1 Stellen genau

» Vergleiche die Ziffern.

e Gib 1 zurtick, falls Vergleich erfolgreich, 0 sonst.
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Beispiel 3.3

Sei g,: N — N mit
1, falls n ein Infix der Dezimaldarstellung von r ist.
gn(n) =1,
, sonst
Beispiele:

9314 =1, g5)=1, g,(141) =1
Ist diese Funktion berechenbar?

Unbekannt!
Der Trick von eben funktioniert nicht mehr: Wir wissen nicht, wie lange

wir approximieren miissen. Wenn es ein Infix ist, terminieren wir, wenn
nicht, kennen wir keine Abbruchbedingung!
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Beispiel 3.4

Sei fpyp: {0,1}* - {0,1}* mit P und NP definieren Klassen von
(w) = 0, falls P = NP. Problemen, die auf einer DTM bzw. NTM in
fenp(w) = 1, falls P = NP. polynomieller Zeit gelost werden kénnen.

Ist diese Funktion berechenbar? Bisher ungelost, ob P = NP oder P # NP.

Ja!
Wir fordern nur, dass es einen Algorithmus gibt, nicht, dass wir ihn kennen!

Betrachte folgende zwei Algorithmen

* Gibimmer 0 zurtuck.

e Gibimmer 1 zurtck.

Einer der beiden berechnet fpyp. Wir wissen nur nicht welcher.
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Berechenbarkeit 11

Wir nennen eine Funktion effektiv berechenbar, wenn man den Algorithmus, der die
Funktion berechnet, konkret angeben kann.

Analog nenn man ein Entscheidungsproblem effektiv entscheidbar, wenn man den
Entscheidungsalgorithmus fiir das Problem kennt.
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Beispiel 3.5

Sei h;: N — N mit
1, falls 5...5 (n Mal die 5) ein Infix der Dezimaldarstellung von r ist.
hy(n) = 0, sonst

I[st diese Funktion berechenbar?

Intuitiv: Nicht bekannt wie Beispiel 3.3.
Aber, es gibt zwei Falle:
* Jedes Wort aus {5}* kommt in r als Infix vor. Gib dann einfach immer 1 zuriick.
« {5}" mit ny € N ist das langste Wort. Dann ist der Algorithmus wie folgt:
* Fallsn < ny, gib 1 zurtck.
* Fallsn > ng, gib 0 zurtck.
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Okay, gibt es jetzt auch eine
nicht-berechenbare Funktion?
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Beispiel 3.7

Definition 3.6
Eine Menge M ist abzdhlbar, wenn sie entweder leer ist oder eine surjektive Funktion

f:N = M gibt.
Sei f;:N - N mita € R und
1, falls n ein Prafix der Dezimaldarstellung von a ist.
, sonst

[st diese Funktion fiir jedes a berechenbar?

Nein!

Wir werden gleich sehen:

* Es gibt abzahlbar viele Algorithmen, aber

* lberabzahlbar viele Reelle zahlen

Damit muss ein a existieren, sodass f; nicht berechenbar ist!

&,

"é"{-‘ Technische : :
X% Universitit Arne Schmidt | Theo 2 | Seite 13
3.’4‘:‘-’ Braunschweig
B

v

i
o
£
&
<
bl
o5
k>
>,
s



Beispiel 3.2 (reprise)

Sei f;: N —» N mit
1, falls n ein Prafix der Dezimaldarstellung von 7 ist.
, sonst
Beispiele:

G149 =1, f(5)=0, f(141) =0
Ist diese Funktion berechenbar?

Ja! Sei n die Eingabe mit k vielen Ziffern. Dann:

* Approximiere  auf k — 1 Stellen genau

» Vergleiche die Ziffern.

e Gib 1 zurtick, falls Vergleich erfolgreich, 0 sonst.
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Berechenbarkeit

Definition 3.8
Sei f : £ —, Z; eine partielle Funktion. Wir nennen f (Turing-)berechenbar, wenn es

eine deterministische Turing-Maschine M = (Q,Z4,T, qq, 8, Q) gibt, so dass fiir jede
Eingabe w € X] gilt, dass

fw)=w'e I, & qow - ...|_J|_|qu'|_|u e
wobei qf € Qp. Hierbei nehmen wir an, dass ¥, < T' im Bandalphabet ist, und ., € Z,.

Fiir partielle Funktionen f : N¥ —p N, sagen wir dass f Turing-berechenbar ist, falls
fir jede Eingabe n4, ..., nj € N gilt, dass

f(ny,..,n) = n€N & qobin(ny)#...#bin(ny) -* ... LLgrbin(n)ui ...
wobei g5 € Qr und bin(n) die Binardarstellung (ohne fithrende Nullen) von n ist.
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Bemerkung 3.9

N
DTMs sind hier keine Einschrankung: Zu jeder NTM existiert

eine DTM!

0 DTMs sind allerdings natiirlicher fir Funktionen. )

Vereinfachte Annahme: TMs dndern weder Zustand noch )
Kopf, sobald akzeptierender Zustand erreicht wurde.

‘\ —> Die Turing Maschine halt.
] Anderfalls bleibt sie stecken, falls keine passende
' Transition in einem nicht-akzeptierenden Zustand existiert. )
Fur einen undefinierten Wert darf die TM keine )

Konfiguration wie in der Definition erreichen. D.h. sie muss
« Stecken bleiben (geht nicht fiir DTMs)

e Unendlich lange loopen
L" * In einer Konfiguration stehen bleiben, die nicht obiger
. Beschreibung entspricht. -/
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Menge der Turing-Maschinen

Beispiel 3.10
Die Funktionen f, f;, fpnp, by Sind turing berechenbar:

Aber warum ist f, nicht fiir jedes a € R turing-berechenbar?

Lemma 3.11
Es gibt abzahlbar viele Turing-Maschinen.
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Menge der Turing-Maschinen (Beweis)

Lemma 3.11
Es gibt abzdhlbar viele Turing-Maschinen.

Beweis: Wir betrachten Turing-Maschinen der Form M = (Q, %, T, q¢, §, Qr) mit
Q =190, - qi},
r=2U{ag ...,am9$ _}
Fixiert man m und k, gibt es nur endlich viele Turing-Maschinen. Die Anzahl an Transitionen
kann durch folgenden Wert beschrankt werden:

(e + 1Dl +m+3)-3)
Nutze nun das Cantor’sche Diagonalverfahren, um alle Turing-Maschinen aufzuzahlen.

(k+1)(Z|+m+3)
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Diagonalverfahren
Km0 1 2 3 | 4 | .

Zahle k und m auf, dann fiir jedes Tupel alle Turing Maschinen.
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Nicht-berechnbare Funktionen

Lemma 3.12
Es seien X4, X, beliebige Alphabete. Es gibt nicht-berechenbare Funktionen f: ] — .

Beweis:
Seien fy, f1, ... alle berechenbaren Funktionen.
Definiere

falls f£,(n) = undef Alle berechenbaren Funktionen

f(n) = { '
frn(n) + 1, sonst
Annahme, f ist berechenbar: ---

S

Dann existiert m € N mit f = f,,,. 0 0 undef
1 5 1 100 0 1
Allerdings ist 2 106 0 5 0 4
f(m) = f,,(m) + 1, falls definiert oder 3 1 2 undef O 9
4 3

f(m) = 0 fir f,;,(m) = undef.

17
Also konnen die beiden nicht gleich sein! :
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Kapitel 3.2 - Entscheidbarkeit
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Entscheidbarkeit

Okay, es gibt berechenbare und
nicht-berechenbare Funktionen.

Wie sieht das mit
Sprachen aus?

Konnen wir immer
entscheiden, ob ein Wort
zu einer Sprache gehort?
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(Semi-)Entscheidbarkeit

Definition 3.14
Eine Menge A C X" ist entscheidbar, wenn die totale charakteristische Funktion y4 von A mit

xq: 2F > {0,1}
W 1, fallsw € A
0, sonst

berechenbar ist.

Eine Menge A ist semi-entscheidbar, wenn die partielle charakteristische Funktion y, von A
mit
xp0 XF =, {1}
. {1, fallsw € A
undef, sonst

berechenbar ist.
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Wortproblem

Sprachen werden in der Literatur oft mit Entscheidungsproblemen identifiziert:

Wortproblem zu A:
Gegeben: Wort w € L*
Frage: Ist w ein Element von A?

)

/

w — Algorithmus w —* Algorithmus

Entscheidbar Semi-Entscheidbar
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Zusammenhang zu Turing-Maschinen

Turing-Maschinen sind
zunachst nur Semi-Entscheider!

Konnen wir TMs etwas
anpassen, dass sie auch
,Entscheider werden konnen?

Statt (Q, %, T, q¢, 6, Qr) benutze die Form (Q, % T,90,6, Qace qrej),
also jeweils:

* Ein eindeutiger akzeptierender Zustand q, .
* Ein eindeutiger abweisender Zustand g, ;.

Diese nennen wir auch Haltezustande.
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Haltezustande

Z Diese Definition von TMs ist nicht schwacher!
0 {

Diese TMs halten in einer akzeptierenden oder abweisenden
Konfiguration.

J

Diese TMs kdénnen also: N
‘ ]\ 1. Nach endlich vielen Schritten das Wort akzeptieren.
2. Nach endlich vielen Schritten das Wort abweisen.
' 3. Unendlich lange laufen, ohne eine Haltekonfiguration zu
erreichen - sie loopen. Y,
~N

Bemerkung zu NTMs:

Wir konnen auch in Zustanden stecken bleiben!

L." Es reicht aber, wenn es einen Pfad zum akzeptierenden
Zustand gibt, um das Wort zu akzeptieren. )
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Entscheider

Proposition 3.16
Eine Menge A € X" ist genau dann semi-entscheidbar, wenn es eine Turing-Maschine M mit
A = L(M) gibt.

Definition 3.17
Wir nennen eine Turing-Maschine M = (Q, % T,90,0,9qcc qrej) total oder einen Entscheider,
wenn jede Berechnung von M zu jeder Eingabe x nach endlich vielen Schritten halt.

Proposition 3.18
Eine Menge A € X* ist genau dann entscheidbar, wenn es einen Entscheider M mit A = L(M)
gibt.
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Entscheidbare Mengen

Kann man feststellen, ob eine
Turing-Maschine ein
Entscheider ist?

Wir sehen spater: Das ist ein unentscheidbare Problem!
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Bemerkung 3.19

Bereits bekannte Theoreme und Lemma gelten auch fiir Entscheider:

* Zujedem nicht-deterministischen Entscheider M existiert ein deterministischer
Entscheider M’ mit L(M) = L(M").

e Zujedem Mehr-Band-Entscheider M, existiert ein Ein-Band-Entscheider M’ mit
L(IM,) = LM").

* Zujedem Entscheider M« mit beidseitig unendlichem band existiert ein
Entscheider M’ mir recths unendlichem Band und L(M«) = L(M").
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Hilfssatz fiir entscheidbare Sprachen

Lemma 3.20
Jede konstextsensitive Sprache L(G) ist entscheidbar.

Beweis: Siehe Kapitel 1.
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Hilfssatz fiir entscheidbare Sprachen

Theorem 3.21 .
Eine Sprache A € X* ist genau dann entscheidbar, wenn A und A semi-entscheidbar sind.

“=": Klar.
(lc":
Sei M, eine TM (Semi-Entscheider) fiir 4, und Mz eine TM fiir A.

Betrachte folgenden Algorithmus:

Eingabe: w € X*
Fori=1, 2, 3...

if (M4 akzeptiert Eingabe w in hochstens i Schritten) then return 1 . _
Dies lasst sich als TM /

Entscheider verpacken!

if (M z akzeptiert Eingabe w in hochstens i Schritten) then return 0
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Zusammenhang der Terminologie

Rekursiv aufzahlbare
Sprachen

Charakteristische
Funktion

semi-entscheidbar

Gibt es konkrete
unentscheidbare
Sprachen?
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