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Heute

Für Art Gallery müssen 
wir berechnen, was ein 

Wächter sieht

Welche Techniken 
gibt es?

Was funktioniert 
am besten?
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Kapitel 4.3 – Sichtbarkeitspolygone
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Definition (Wiederholung)

Definition 4.1
Gegeben sei ein Polygon P und ein Punkt 𝑣 ∈ 𝑃.

Das Visibilitypolygon 𝒱𝑃(𝑣) von 𝑣 ist definiert 
über alle Punkte 𝑝 ∈ 𝑃, sodass 𝑣𝑝 ⊂ 𝑃.

Lemma 4.11
Das Visibilitypolygon ist ein einfaches Polygon.
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Zeitkomplexität

Lemma 4.12
Sei P ein Polygon mit 𝑛 Ecken und ℎ Löchern. Jeder Algorithmus zur Bestimmung eines 
Visibilitypolygons benötigt Ω 𝑛 + ℎ log ℎ  Zeit.

Beweis:
Das Visibilitypolygon kann Komplextität Ω 𝑛  besitzen, daher benötigt jeder Algorithmus Ω n  
Zeit.

Für den zweiten Teil reduzieren wir das Sortierproblem auf unser Problem in Linearzeit.
Könnten wir in o ℎ log ℎ  Zeit das Visibilitypolygon bestimmen, könnten wir in Zeit o ℎ log ℎ  
sortieren. Ein Widerspruch.



Arne Schmidt | EAG | Seite 6

Reduktion: Sortieren auf Visibility

𝑥1𝑥2 𝑥3𝑥4𝑥5

Sei 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ⊂ ℕ.

Betrachte das Polygon mit
• Aüßerer Hülle
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Rekursion
Effiziente 

Implementierung

Drei Algorithmen

Triangular 
Expansion

Linear Zeit
Nur einfache 

Polygone
Auch für 

Arrangements

Boundary 
Walk

Angular 
Sweep Line
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Kapitel 4.3.1 – Boundary Walk
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Idee 1
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Die Ecken des Polygons sind aufsteigend 
nummeriert.

In dieser Reihenfolge laufen wir auch die 
Ecken von 𝒱𝑃 ab.

Laufe den Rand ab und halte einen Stack, 
welches 𝒱𝑃 nach Ablaufen der ersten 𝑖 
Knoten beschreibt.
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Idee 2: CW-Kanten
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Kante 2-3 bildet mit dem Sichtpunkt einen 
Rechtsknick.

Diese Kante kann kein Teil von 𝒱𝑃 sein!

Zwei Situationen:
• Die Kante schränkt die Sicht des 

aktuellen Polygons auf dem Stack ein.
→ Lösche Knoten vom Stack, bis 

wieder alles sichtbar ist
• Die Kante schränkt die Sicht nicht ein.

→ Suche entlang des Polygons bis 
wieder eine Kante sichtbar ist.

𝒱𝑃 Knoten auf dem Rand werden dabei 
dem Stack hinzugefügt.
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Details

Theorem 4.13
Das Visibilitypolygon in einfachen Polygonen kann in Zeit 𝑂 𝑛  berechnet werden.
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Kapitel 4.3.2 – Angular Sweep Line
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Sweep-Line Revisited

Lasse eine Linie in geeigneter Form die 
Ebene durchlaufen / rotieren / …

Währenddessen:
• Bearbeite Event Points.
• Füge ggf. Event Points hinzu.
• Verwalte eine Datenstruktur, um 

Event Points effizient zu bearbeiten.
• Verwalte eine Datenstruktur für die 

Ausgabe.

Wir nehmen im folgenden an, dass wir 
nur eine Menge von nicht-schneidenen 
Segmenten erhalten.
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Event-Points

Was sind für Visibilitypolygone die Event 
Points?

Die Endpunkte der Segmente!
Nur dort kann sich das Visibilitypolygon 
verändern.

Unterscheide zwei Fälle:
• Es starten neue Segmente.
• Es enden Segmente
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Segmente enden

Enden nur Segmente im Event Point, 
fallen wir auf eine Kante zurück, die 
weiter hinten liegt.

Wie erhalten wir das nächstliegende 
Segment?

Speichere Segmente in einem balancierten 
Suchbaum bzgl. Distanz zu v!

p

v
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Segmente beginnen

Beginnt ein Segment, tauchen zwei Fälle 
auf:
1. Es ist nicht sichtbar: 

Füge alle beginnenden Segmente in 
den Suchbaum ein.

2. Es ist sichtbar!
a) Bestimme letzten sichtbaren 

Punkt 𝑝 auf zuletzt gesehendem 
Segment.

b) Füge 𝑝 und Endpunkt zum 
Polygon hinzu.

p

v
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Laufzeit

• Endpunkte im Kreis sortieren: 𝑂(𝑛 log 𝑛)
• 𝑛 Event Points:

• Segmente in Datenstruktur 
hinzufügen / löschen: 𝑂(log 𝑛)

• Visibilitypolygon erweitern / 
nächstes Segment finden: 𝑂(log 𝑛)

Theorem 4.14
Das Visibilitypolygon kann in worst-case-
optimaler Zeit 𝑂 𝑛 log 𝑛  berechnet werden.

p

v
Es gibt Algorithmen, die nur 𝑂(𝑛 + ℎ log ℎ) Zeit benötigen.
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n + h log h
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Kapitel 4.3.3 – Triangular Expansion
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Idee – Triangulation

Nutze eine Triangulation, um das 
Visibilitypolygon nach und nach 
aufzubauen.

Dafür eignet sich Rekursion:
• Ein Dreieck wird mit einem 

Sichtbereich über die Kante betreten.
• Bestimme, bei welchen benachbarten 

Dreiecken wir mit welchem 
Sichtbereich weiter machen
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Rekursionsschritt

Wichtig:
Die Rekursion bricht ab, wenn die 
entsprechende Kante vom Dreieck 
dem Rand des Polygons gehört.



Arne Schmidt | EAG | Seite 22

Laufzeit: Triangular Expansion

Theorem 4.15
Triangular Expansion berechnet in triangulierten Polygonen ein Visibilitypolygon in Zeit 
𝑂(𝑛ℎ), wobei 𝑛 die Anzahl der Ecken und ℎ die Anzahl an Löchern im Polygon sind.

Warum ist dieser 
Algorithmus interessant?

Alle anderen Algorithmen müssen immer das gesamte 
Polygon durchlaufen.

Hier müssen nur notwendige Dreiecke durchlaufen werden!
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Worst-Case-Beispiel

Dreiecke können im Worst-Case 
sehr oft rekursiv aufgerufen werden.

→ Worst-Case-Lauftzeit ist in Ω 𝑛2
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Algorithmen in der Praxis

Aufgabe:
Berechne das Visibilitypolygon von jedem 
der 20981 Knoten des einfachen Polygons.
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Algorithmen in der Praxis

Aufgabe:
Berechne das Visibilitypolygon von jedem 
der 1209 Knoten des Polygons.
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Algorithmen in der Praxis

Aufgabe:
Berechne das Visibilitypolygon von jedem 
Knoten des Worst-Case-Polygons.

Können wir einfach anders triangulieren?
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Varianten von Triangulationen

Verschiedene Zielfunktionen:
• Minimiere das Gewicht der Triangulation (Länge der Kanten)

• 𝑂 𝑛3  Algorithmus in einfachen Polygonen
• NP-schwer für Polygone mit Löchern

• Maximiere den kleinsten Innenwinkel ([Constrained] Delaunay-Triangulation)
• 𝑂 𝑛 log 𝑛  Algorithmus in einfachen Polygonen
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Wrap-Up

Visibilitypolygone können 
in worst-case-optimaler 
Zeit berechnet werden.

Für die Praxis macht es uU 
Sinn, theoretisch schlechtere 

Algorithmen zu nutzen
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Nächste Woche

Zusammenfassung, Klausurvorbereitung 
und Fragestunde!

Fragen und/oder Wünsche bitte bis 
Mittwoch, 16.06. um 12 Uhr per Mail 
schicken.
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